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”第 工 编 狭义 相对 论 基础 
1 历史 背景 ( 洛 伦 兹 , 邦 卡 勒 , 爱 因 斯 坦 ) 


相对 论 所 引起 的 物理 概念 的 变革 已 经 酝酿 了 一 个 很 长 的 
时 期 。 远 在 1887 年 ，Voigt? 在 一 篇 还 是 从 光 的 固体 弹性 理 
论 的 观点 所 写成 的 论文 中 已 提出 ， 在 运动 参考 系 中 引入 一 地 
方 时 如 在 数学 运算 上 是 很 适宜 的 。 时 间 才 的 原点 取 为 空间 
坐标 的 线性 函数 , 同时 假定 时 间 的 标 度 不 变 、 这 样 , 可 使 波动 
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在 运动 参考 系 中 也 能 成 立 ， 直 到 1892 年 和 1895 年 ,在 洛 从 
兹 ”发 表 他 关于 这 一 课题 的 基本 论文 之 前 ， 这 些 论点 完全 未 
被 注意 , 而 且 没有 再 提出 过 类 似 的 变革 现在 除了 纯粹 形式 
地 承认 ， 在 运动 坐标 系 中 引入 一 地 方 时 尹 对 数学 运算 上 是 适 
宜 的 以 外 , 也 获得 了 物理 学 上 的 主要 结果 ， 已 经 证 明 , 当 计 及 
电子 在 以 太 中 的 运动 后 ， 所 有 实验 上 可 观察 到 的 (介质 移 
动 速度 与 光速 之 比 ) 的 一 阶 效应 都 能 用 理论 定量 地 加 以 解释 . 


1) W., Voigt,kUber das Dopplersche Prinzip”’, N achr. Ges. Wiss. .Gottingen 

(1887) 41. 在 方程 (中 ,代入 
Me 1 一 及 ， 
就 可 以 得 到 Voigt 公式 。 

2) H. A. Lorentz, “Lia théorie électromagnétique de Maxwell et son app- 

.lication aux corps mouvante”’, Arch, néerl. Soi,, 25 (1892)363; Versuch 
einer Theorie der elektrischen und magnetischen Bracheinimgen i eweg- 

、 ten Koérpern (Leyden 1895). ; 
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具体 说 来 , 理论 已 经 解释 了 这 一 事实 , 即 就 一 阶 效应 而 言 , 介 
质 和 观察 者 相对 于 以 太 的 共同 速度 对 现象 没有 影响 3. 

但 是 当 涉及 二 阶 效应 时 , 迈克 尔 逊 干涉 仪 实验 少 的 否定 
结果 给 理论 造成 了 很 大 的 困难 . 为 了 消除 这 些 困 难 ， 洛 伦 效 
和 Fitz-Gerald5 各 自 提出 了 假设 ， 当 物体 以 平移 速度 v 移动 
时 , 会 改变 它们 的 线 度 。 这 种 沿 运 动 方向 的 线 度 改变 是 由 因 
子 xM 1 一 (v3/03) 决定 的 ， 其 中 x 为 相应 的 作 横 向 线 度 改 恋 
的 因子 , x 本 身 尚 待 确定 。 洛 伦 兹 证 实 了 这 一 假设 , 他 指出 分 
子 力也 能 因 移 动 而 改变 。 他 对 此 还 附加 了 一 个 假定 : 分 子 静 
止 于 平衡 位 置 , 而 且 它 们 的 相互 作用 纯粹 是 静电 性 质 的 ， 册 
此 理论 可 得 出 , 若 所 有 沿 运动 方向 的 线 度 按 因 子 WI 二 (oz7cJ 
缩短 ， 而 横向 线 度 不 改变 ， 那 么 在 运动 系统 中 可 存在 一 平衡 
态 ， 现 在 的 问题 是 将 这 种 “ 洛 伦 兹 收缩 ”结合 在 理论 中 ,以 及 
解释 其 他 一 些 实验 9, 这些 实验 企图 证 实地 球 运 动 对 这 一 现象 
的 影响 , 但 没有 成 功 . Larmor 早 在 1900 年 已 首先 建立 了 现 
在 一 般 所 称 的 洛 伦 兹 变换 式 ， 他 还 考虑 了 时 间 标 度 的 改变 ”. 


3) ”Fizeau 的 实验 结果 想 要 证 明 地 球 的 运动 对 偏振 方位 的 影响 , 当 偏振 光鲜 
射 于 一 块 玻璃 板 上 时 ,这 不 仅 与 相对 性 原理 矛盾 ,而 且 与 洛 伦 兹 理论 予 
盾 ， 后 来 被 D. B. Brace [Phil. Mag., 10 (1908) 591] 及 B. Strasser 
[Ann. Phys., Lpz., 24 (1907) 137] 证 明 是 错误 的 .应当 再 提 一 下 , 在 洛 
伦 兹 的 理论 中 , 若 计 及 引力 , 可 以 得 到 “以 太 风 ”的 一 阶 效应 。 因此 ， 和 麦 
到 斯 韦 所 说 过 的 一 样 ， 太 阳 系 相对 于 以 太 的 运动 会 产生 未 星 卫 星 的 月 食 
的 时 间 的 一 阶 差异 , 但 是 CQ. V. Burton[Phil. Mag., 19 (1910) 417; 也 
可 参阅 互 .A. Lorentz “Das Relativitatsprinzip” 3 Haarlemer Vortirdge 
(Leipzig 1914), p. 21] 发 现 ， 这 个 固有 的 观测 上 的 误差 是 与 所 预计 的 效 
应 的 大 小 一 样 大 。 所 以 观察 卫星 无 助 于 肯定 或 推翻 旧 的 以 大 理论 . 

4) ” 洛 伦 兹 在 数学 百科 全 书 (Leipzig 1904) V14 中 曾 描述 了 这 个 实验 ， 

5) H. A. Lorents ‘De relative beweging van de aarde ea dem aether’, 
Versi. gewone Vergad. Akad. Amst., 1 (1892) 74. 

6) FF. T. Trouton 及 H. R. Noble, Philos. Trans., A 202(1903)165; Lord 
Rayleigh, Phil, Mag., 4 (1902) 678. 

7) J.J. Larmor, Aether and Matter (Cambridge 1900) 167~ 177 页 ， 


1. 历史 背景 ( 洛 伦 兹 , 邦 卡 勒 , 爱 因 斯 坦 ) 3 


洛 伦 兹 在 1903 年 末 所 完成 的 评论 性 论文 中 包含 着 车 干 简 
要 的 暗示 , 后 来 证 明 , 这 些 暗示 是 很 有 用 的 . 他 认为 车 把 可 变 
电磁 质量 的 概念 推广 到 任何 有 质 物 ， 那 么 理论 就 能 说 明 这 一 
事实 , 即 平移 运动 只 会 产生 上 述 的 收缩 , 而 没有 其 他 效应 ， 即 
使 存在 分 子 运动 , 也 不 例外 . 这 也 可 以 解释 Trouton 和 Noble 
的 实验 ， 此 外 , 他 提出 了 电子 的 大 小 是 否 因 运动 而 改变 这 一 
重要 问题 9， 但 是 在 他 的 论文 的 引言 中 , 洛 伦 兹 仍 保持 了 这 
一 原理 ”, 即 这 种 现象 不 仅 依赖 于 物体 的 相对 运动 而 且 还 依 
束 于 以 太 的 运动 . 

现在 我 们 来 讨论 洛 伦 兹 二 、 郑 卡 盘 二 、 爱 因 斯 坦 22 的 三 项 
贡献 .这些 贡 献 包含 着 推理 的 方法 和 成 为 相对 论 基 础 的 一 些 
发 展 ， 就 年 代 来 讲 ， 洛 伦 兹 的 文章 发 表 得 最 早 。 尤其 是 他 证 
明了 ， 假定 在 带 搬 的 系统 中 适当 地 选择 场 强 则 麦克 斯 韦 方程 
组 对 坐标 变换 
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2 一 7 了 9y 一 Xg/， 2 一 MX， 如 一 % (1) 
(oD 
是 不 变 的 一 . 但 是 他 严格 地 证 明了 这 只 对 真空 中 的 志 克 斯 书 


8) 数学 百科 全 书 V1i4 (Leipzig 1904)， 最 后 的 §8 64 及 65, 
9) 同 前 , 278 页 . 
. 9a) 辣 前 , 154 页 。 
10) H. A. Lorents, “Electromagnetic phenomena in & system moving 
with any velocity smaller than that of light’”’, Proc. Acad. Sci., Amst., 
6 (1904) 809 [Versl. gewone Vergad. Akad., Amst., 12 (1904) 986] 
11) H. Poincaré, “Sur la dynamique de 1 6lectron”, 0. BE. Acad. Sci., 
.Paris, 140 (1905) 1504; ‘Sur la dynamique de 工 6lectron’”, R. C0. 
.Circ. mat. Palermo, 21 (1906) 129. 
12) A. Binstein, “Zur Electrodynamik bewegter Kérper”, . Ann. Phys., 
Lpg., 17 (1905) 891. . 
13) ”要 从 Larmor 和 Lorentz 的 公式 求 得 (I) 式 ， 必 须 以 2— 1 他 人 ] 的 
“.  %, 因为 他 们 首先 对 运动 系统 作 了 通常 的 过 沪 。 
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方程 组 才 成 立 ， 在 洛 伦 兹 的 处 理 方法 中 , 包含 电荷 密度 和 电 
流 密 度 的 项 在 带 撤 的 和 运动 的 系统 中 是 不 同 的 ， 因 为 他 对 这 
些 项 所 作 的 变换 是 不 正确 的 ， 所 以 他 认为 这 两 个 系统 不 完全 
等 价 而 只 是 非常 粗略 地 等 价 、 假 定 电子 也 能 因 移 动 而 变形 ， 
并 且 所 有 的 质量 和 力 , 眼 电磁 质量 和 电磁 力 一 样 ,具有 对 速度 
的 相同 的 依赖 关系 ， 洛 伦 将 就 能 够 推导 出 一 种 能 影响 到 所 有 
物体 的 收缩 (也 包括 存在 分 子 运动 的 情形 )。 他 也 能 够 解释 为 
什么 目前 已 知 的 所 有 实验 不 能 证 实地 球 的 运动 对 光学 现象 
有 任何 的 影响 .他 的 理论 的 一 个 比较 间接 的 结论 是 必须 令 
x 二 1.。 这 就 意味 着 横向 线 度 在 运动 过 程 中 保持 不 变 ， 如 果 这 
种 解释 确 是 完全 可 能 的 话 ， 我 们 要 着 重 指出 ， 即 使 在 该 篇 论 
文中 , 洛 伦 兹 对 相对 性 原理 并 不 是 顶 清楚 的 。 特别 是 他 与 爱 
因 斯 坦 相 反 , 企图 按 因 果 关 系 来 理解 收缩 ，- 

邦 卡 勒 弥补 了 洛 伦 兹 工作 中 遗 下 的 形式 上 的 缺陷 .他 指 
”出 相对 性 原理 是 普遍 而 严格 地 成 立 的 ， 跟 前 面 所 提 到 过 的 一 
些 作 者 一 样 , 他 假定 了 麦克 斯 韦 方程 组 对 真空 成 立 , 这 相当 于 
要 求 所 有 自然 定律 对 “ 洛 伦 兹 变换 ”1 必须 是 协 变 的 .在 运动 
过 程 中 , 横向 线 度 的 不 变性 可 自然 地 从 下 列 假 定 推出 ; 使 更 止 
系统 过 渡 到 匀速 运动 系统 的 变换 必须 构成 一 个 群 ， 它 包括 通 
常 坐 标 系 的 移动 作为 一 个 子 群 ， 邦 卡 勤 进一步 改正 了 洛 伦 兹 
关于 电荷 密度 和 电流 密度 的 变换 公式 从 而 指出 了 电子 论 场 方 
程 组 的 完全 协 变性 ， 较 后 一 阶段 我 们 将 讨论 他 的 关于 重力 问 
题 的 处 理 方法 和 他 对 虚 坐 标 ict( 参 阅 $850 和 7) 的 引用 ， 

最 后 , 爱 因 斯 坦 完成 了 这 一 新 原理 的 基本 的 表述 ， 他 的 
1905 年 的 论文 几乎 是 和 邦 卡 勒 的 文章 同时 发 表 的 , 但 他 写 此 
论文 时 , 事先 并 不 知道 洛 伦 兹 1904 年 的 论文 ， 爱 因 斯 坦 的 论 
14) “ 洛 伦 兹 变换 ”及 “ 洛 伦 辫 群 ? 两 词 第 一 次 出 现 于 邦 卡 勒 的 这 篇 论文 之 中 。 


2. 相对 性 假设 5 
文 不 仅 包括 了 其 他 两 篇 论文 中 的 主要 结果 ， 并 揭露 了 一 些 新 
的 东西 而 且 更 深刻 地 了 解 到 整个 问题 现在 要 详细 地 论证 


8、 相对 性 假设 


在 地 面 上 测定 地 球 运动 对 物理 现象 的 影响 的 许多 学 
试 51 的 失败 , 使 我 们 作出 即使 不 是 肯定 也 是 高 度 可 能 的 结 


论 ， 在 一 给 定 的 参考 系 中 的 现象 原则 上 是 与 系统 整体 的 移动 
无 关 ， 把 它 表 述 得 更 精确 一 些 : 存在 一 组 三 维 的 、 无 限 的 、 彼 


此 间 相 对 作 匀 速 直线 运动 的 参考 系 ?9， 这 些 参考 系 中 的 物理 
现象 是 按 完全 等 同 的 方式 进行 的 我 们 仿照 爱 因 斯 坦 , 称 这 


样 的 参考 系 为 伽利略 参考 系 一 一 所 以 这 样 称呼 ， 是 由 于 爷 利 
略 惯性 定律 在 这 种 参考 系 中 是 成 立 的 。 人 们 还 不 能 认为 所 有 


参考 系 是 完全 等 价 的 ， 或 者 至 少 不 能 给 出 可 以 从 它们 里 面 挑 


选 出 一 组 特殊 的 系统 的 合乎 逻辑 的 理由 , 这 是 难以 令 人 满意 


的 ， 这 一 侠 隐 已 为 广义 相对 论 所 克服 (参阅 第 IV 编 )。 目前 


我 们 只 限于 仰 利 略 参考 系 , 即 匀 速 运 动 的 相对 性 . 
”相对 性 假设 一 一 经 引入 ， 把 以 太 看 作 实物 的 概念 就 要 从 物 


15) 除了 在 注 6 中 的 参考 文献 外 ， 应 当 再 提出 下 列 文献 : 瑟 . W. Morley 及 


D, 0. Miller 重复 进行 的 迈克 尔 渤 的 实验 ，Phil. Mag., 8 (1904).753 


及 9 (1905) 680. [也 可 见 J. Liiroth 对 它 的 讨论 , 8S. B. bayer. Akad. 
Wiss., 7 (1909); BE. Kohl, Ann. Phys., Lps., 28 (1909) 259 及 662; 


M. v, Laue, Anm. Phys., Lps., 33 (1910) 156]; 进一步 试图 发 现 由 地 ， 


球 运动 所 引起 的 双 折 射 : D. B. Brace, PI. Mag., 7 (1904) 317, 10 
. (1905) 71 及 Bolemann-Festschrift (1907)- 876; .中 ,Trouton 及 


A. O. Rankine 为 确定 一 根 导线 以 地 球 运动 方向 为 其 取向 而 引起 电阻 
改变 所 作 的 一 个 实验 ， Proc. Roy. Soc., 8 (1908) 420; 也 可 见 J. Lanb  . 


关于 相对 论 原理 的 实验 根据 广 面 的 一 篇 评论 文章 , J5. Badioakt, 7 
(1910) 405. 
+ . 见 补 往 2. < 
16) 我 们 将 不 考虑 原点 和 坐标 轴 的 通常 位 移 。 
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理 理论 中 排除 出 去 ， 因 为 在 讨论 静止 的 状态 或 相对 于 以 太 运 
动 的 状态 时 , 既然 有 关 的 量 原则 上 不 能 够 为 实验 所 观测 , 这 种 
讨论 就 没有 论据 ， 今 天 看 来 , 这 是 不 足 为 怪 的 , 由 于 从 电力 导 
出 物质 的 弹性 的 尝试 已 经 开始 显露 出 成 功 的 希望 ， 因 此 , 企 
图 用 某 种 假想 的 介质 的 弹性 来 解释 电磁 现象 刀 是 非常 不当 
的 。 当 光 的 电磁 理论 取代 了 光 的 固体 弹性 理论 以 后 ,以 太 这 
一 机 械 的 概念 实际 上 已 变 成 多 余 的 障碍 物 了 ， 在 光 的 电磁 理 
论 中 , 以 太 这 种 实物 已 是 一 种 外 来 的 因素 ， 近 来 , 爱 因 斯 坦 世 
引伸 了 以 太 这 个 概念 。 它 不 应 再 认为 是 一 种 实物 ,只 不 过 是 
太 自然 可 以 存在 ; 但 是 必须 记 住 , 它 不 具有 任何 力学 的 性 质 . 
换 句 话说 ,真空 的 物理 量 是 没有 空间 坐标 和 速度 与 之 联系 的 . 

一 经 放弃 了 以 太 这 个 概念 以 后 ， 相 对 性 假设 似乎 立刻 会 
变 得 显而易见 。 但 是 经 过 严密 的 思考 后 却 表明 并 非 如 此 了 
我 们 当然 不 能 使 整个 宇宙 作 移动 ， 从 而 去 考察 现象 是 否 因此 
而 改变 。 所 以 , 上 面 的 说 法 只 具有 启发 性 的 价值 ,而 且 只 当 它 
对 任何 以 及 每 一 封闭 系统 成 立时 , 在 物理 上 才 具 有 意义 ， 但 
是 一 个 系统 什么 时 候 才 是 封闭 系统 呢 ? 所 有 质量 都 离 得 足够 
远 这 一 设想 是 充分 的 吗 »? 经 验 告诉 我 们 ， 这 只 对 匀速 运动 、 
是 充分 的 , 但 对 比较 普遍 的 运动 却 是 不 充分 的 ， 后 一 阶段 , 我 
们 将 对 匀速 运动 优先 起 作用 这 一 点 加 以 说 明 (参阅 第 IV 纺 
§ 62)， 总 之 ,我 们 能 这 样 说 , 相对 性 假设 意味 着 宇宙 的 质量 
中 心 相对 于 一 个 封闭 系统 的 匀速 运动 将 不 会 对 这 一 系统 中 的 


17) ”这 一 点 是 M. Born 提出 的 ,Natwurewissenschaften, 7 (1919) 136. 

18) A, Binstein, “Ather und Relativittstheorie” 在 Leyden 发 表 的 演讲 
(Berlin 1920)， 

19) 参阅 A. Einstein, Ann. Phys., Lpg., 38 (1912) 1059. 

20) ”在 男 一 本 书 中 ， 理 . Holst 已 经 指出 , 即使 在 狭义 相对 论 中 ， 必 须 计 及 运 
处 的 质量 (参阅 注 43). 


3. 光速 不 变性 假设 。 里 兹 理论 及 有 关 理论 ? 
现象 发 生 影 啊 , 


3. 光速 不 变性 假设 ， 里 兹 理论 及 有 关 理 论 


相对 性 假设 还 不 够 充分 地 推出 自然 界 的 所 有 定律 在 洛 伦 
效 变换 下 是 协 变 的 . 例如 ， 尽管 洛 伦 兹 变换 不 适用 于 经 典 力 
学 方程 , 但 经 典 力 学 跟 相 对 性 原理 却 是 完全 一 致 的 。， 如 上 所 
述 ， 洛 伦 兹 和 邦 卡 勒 是 以 麦克 斯 韦 方 程 组 作为 他 们 考虑 的 共 
础 的 ， 另 一 方面 , 象 协 变 定律 这 样 的 基本 定理 应 该 从 最 简单 
的 普遍 的 基本 假设 推出 ， 坚 持 这 一 点 也 是 绝对 重要 的 。 这 一 
方面 的 成 就 应 归功 于 爱 因 斯 坦 . 他 证 明了 在 电动 力学 中 只 需 
一 个 点 光源 ， 则 在 所 有 情况 下 波 阵 面 都 是 球 心静 止 的 球面 . 
为 了 简明 起 见 , 我 们 将 用 “光速 不 变性 ”来 表示 , 尽管 这 一 名 称 
可 能 引起 误解 .假如 单单 因为 光速 仅 在 苏 利 略 坐标 系 中 有 名 
数值 o 那么 光速 在 真空 中 是 一 个 普 适 常数 就 不 成 问题 了 羽 
一 方面 ， 光 速 与 光源 运动 状态 无 关 可 以 同样 地 从 广义 相对 论 
得 出 。 它 揭露 了 旧 的 以 太 观 点 的 实质 ，( 参 阅 $5, 光速 在 所 
有 的 伽利略 坐标 系 中 的 数值 相等 . ) 
下 一 节 将 要 证 明 ， 光 速 不 变性 与 相对 性 原理 结合 起 来 可 
引出 一 个 时 间 的 新 概念 。 为 此 , 里 兹 >,， Tolman””,， Kunz*” 
21) W. Ritz, ‘Recherches critiques sur 1 électrodynamique générale”,. 
Ann. Chmim.、 Phys., 13 (1908) 145 (论文 集 ，317 页 ); “Sur les th6ories 
électromagnétiques de Maxwell-Lorentz”, Arch. Sci. Phys. Nat., 16 
(1908) 209 (论文 集 ，427 页 ); “Du r6le de 工 éther en physique”, 
Riv. Sci., Bologna, 3 (1908) 260 (论文 集 ，447 页 ); 也 可 见 P. Hhren- 
‘fest, ‘Zur Frage nach der Fintbehrlichkeit des Lichtithers”, Phys. 
2Z., 13 (1912) 317; ‘Zur Krise der Lichtitherhypothese”, 1912 年 

在 Leyden 发 表 的 演讲 (Berlin 1913)， 


22) R. 0. Tolman, Phys. Rev., 30 (1910) 291 及 31 (1910) 26, 
23) J. Kunz, Amer. J. Sci., 30 (1910) 1313， 
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以 及 Comstock”3 独 立地 提出 了 以 下 问题 ， 若 抛弃 光速 不 变 
性 而 仅 保留 第 一 个 假设 ， 能 否 避 免 这 些 根本 性 的 推论 而 仍然 
保持 与 实验 一 致 ， 显然 ,这样 不 仅 存 在 以 太 的 概念 而 且 真 
空中 的 麦克 斯 韦 方 程 组 都 必须 扬弃 ， 以 至 整个 电动 力学 都 得 
重新 建立 ， 只 有 里 兹 完成 了 这 方面 的 系统 理论 ， 他 保留 了 方 
程 组 
工 
( 
”因而 , 正如 在 通常 的 电动 力学 中 一 样 , 场 强 可 以 从 标 势 和 矢 势 
导出 , 即 


curl Et H=—0, diy 于 =0. 


Eo=—pgrad 4 一 二 全 H=curlA. 
但 通常 电动 力学 中 的 方程 组 
| $CP, d= 


让 
Pr] tt—(r/0o) 


ACP, #1) = {Ct/0)pvaVp, 
(P, #) | Lr pp |1 ctr/0) 
现在 应 改 为 
PP 四 -| or 
PP, | Lr pp jit-tr/(otv)]” 
ArP {Copvave, 
(P, £) |e. 


设 为 基础 的 理论 称 为 “发 射 理论 ”?、 因 为 所 有 这 些 理论 都 自然 
地 满足 相对 性 原理 , 所 以 它们 都 能 够 解释 迈克 尔 逊 干涉 实验 ， 
于 是 剩 下 来 的 问题 是 研究 它们 与 其 他 光学 实验 结果 是 政 一 
致 


一 -一 
24) DD. F', Comstook, Phys. Rev., 30 (1910) 267. 


y | 
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首先 要 注意 的 是 发 射 理 沦 与 反射 和 折射 的 电子 论 解释 不 
一 致 ， 因 为 在 电子 论 中 物体 内 偶 极 子 发 出 的 球面 波 应 该 与 入 
射 波 相干 。 若 我 们 设想 物体 是 静止 的 , 光源 相对 于 物体 运动 ， 
则 按 里 兹 理论 , 偶 极 子 发 出 的 波 的 速度 ( 即 6) 将 与 入 射 波 的 
速度 不 同 , 故 不 可 能 相互 干涉 。 更 重要 的 一 点 是 发 射 理论 需 
要 有 附加 的 、 人 为 的 假设 才能 解释 斐 索 实 验 ( 见 8 6), 这 是 一 
个 运动 媒质 光学 中 一 个 最 基本 的 实验 .让 我 们 更 深入 地 研究 
发 射 理论 如 何 说 明 多 普 惑 效应， 简单 的 论证 可 以 指出 频率 的 
变化 和 和 以太 理 论 所 要 求 的 变化 完全 一 样 , 因为 速度 变化 时 , 对 
静止 光源 , 波长 将 保持 不 变 2z)， 因 此 , 问题 发 生 了 , 在 通常 天 
文 观测 中 的 多 普 勒 效应 , 究竟 是 波长 在 改变 还 是 频率 在 改变 ? 
为 了 顾全 发 射 理论 , 可 以 这 样 假定 , 对 用 楼 镜 的 实验 , 所 改变 
的 是 频率 . 最 难 决定 的 是 用 衍射 光栅 做 实验 的 情况 .Tolman 
认为 在 这 儿 波长 是 一 个 问题 ,他 的 论点 是 不 支持 发 射 理论 的 
另 一 方面 ，Stewart25) 持 相 反 的 意见 ， 在 这 个 问题 上 , 现在 还 
不 能 做 直率 的 判断 , 因为 不 论 在 哪 一 种 发 射 理论 中 , 衍射 概念 
还 是 不 顶 清楚 的 .各 种 发 射 理 论 对 于 运动 着 的 镜子 的 多 普 勒 
效应 的 推测 是 互 上 有 分歧 的 ， 按照 Thomson” 和 Stewart25) 
的 说 法 , 在 考虑 反射 光线 的 速度 时 , 运动 着 的 镜子 是 和 光源 的 
镜 象 等 价 的 、 按照 Tolman 的 说 法 ,镜子 的 作用 和 在 镜面 上 
放 一 个 新 光源 一 样 。 最 后 , 按照 里 兹 的 说 法 ”2 反射 光线 的 
速度 和 原 光源 发 出 的 平行 光线 的 速度 相等 。 因此 ， 当 光源 静 


22a) 这 首先 是 Tolman 指出 的 (参阅 注 22). 
25) OO. M. Stewart, Phys. Rev., 32 (1911) 418. 
26) J.J. Thomson, Pha, Mag., 19 (1910) 301., 
2ila) 参阅 注 2，W. Ritzw 及 了 .了 hrenfest,， 同 前 ; 也 可 见 R. OQ. Tolman, 
Phys. Rev., 35 (1912) 136. 只 当 里 兹 理论 按照 下 面 那 样 表述 时 ， 这 各 
话 才 含有 上 述 规定 , 这 种 规定 多 少 是 有 些 任意 性 的 。 
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止 而 镜子 运动 时 ， 按照 Thomson 和 Stewart, 不 可 能 有 波长 
的 多 普 勒 效应 , 按照 Tolman, 这 效应 是 通常 光学 效应 的 一 半 ， 
而 按照 里 兹 , 则 应 相等 ， 最 近 在 许多 实验 2 中 用 干涉 法 测定 
运动 着 的 镜子 攻 射 出 来 的 光 的 波长 多 普 勒 效应 的 可 靠 结 果 
与 经 典 光 学 所 要 求 的 数值 是 一 致 的 ， 这 就 证 明 Thomson、 

Stewart 和 Toljzman 的 假设 都 是 不 正确 的 ， 而 且 , Majorana28) 
又 用 干涉 法 测定 了 运动 光源 的 多 普 勒 效应 ， 并 发 现 它 与 经 典 
数值 完全 相等 . 例如 , 象 Michaud”” 所 指出 的 那样 , Majorana 
的 实验 并 不 能 推翻 里 兹 理论 , 其 理由 如 下 ; 令 工 代表 一 个 以 束 
度 » 离开 一 个 静止 的 镜子 S 而 运动 的 光源 ，4 为 镜子 前 面 的 
一 固定 点 (参看 图 1)、Majorana 实验 的 实质 在 于 当 光 源 的 速 


Ss 


图 1 


度 从 零 增 加 到 % 时 ， 光 在 反射 前 后 的 光 程 长 度 48=! 有 变 
人 在 反射 前 ， 速度 等 于 c 一 2, 频率 =v [1 一 《Vv/c)], 因而 
1 一 《0 一 /v1 一 在 静止 的 镜子 8 上 反射 时 ， 频 率 保持 
人 但 速度 变 为 c 十 2， 因而 对 一 阶 微小 量 而 言 , 波长 变 为 
和 2 二 (c 十 92) /v1 一 和 [十 (22/e)]。， 所 求 的 总 光 程 的 变化 
27) A. A. Michelson, Astroph. J., 37(1913)190; Ch. Fabry 及 H. Buisson, 
CC ER. Acad. Bci., Paris, 158 (1914) 1498; Q. Majorana, 0. FR. Acad. 
Sci., Paris, 165 (1917) 424, Phi. Mag., 35 (1918) 163 及 Phys. Kev., 
11 (1918) 411， 


28) ©@. Majorana, Phi. Mag., 37 (1919) 190, 
29) PP. Michaud, 0C. RE. Acad. Sci., Paris, 188 (1919) 507. 
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22 12 2] 
人 各 
却 好 和 经 典 理论 一 样 。 可 以 用 很 普通 的 方法 来 证 明 ， 当 我 们 
讨论 闭合 光路 时 , 对 于 一 阶 微小 量 而 言 , 里 效 理论 与 通常 光学 
或 相对 论 光 学 之 间 是 没有 差别 的 .。 换 句 话说 , 地 面 上 的 实验 
仅 当 包含 二 阶 效应 时 ?02， 才 能 够 对 这 两 种 观点 判明 哪 一 种 值 
得 支持 、 按照 La Rosasb 和 Tolmans2 的 说 法 ， 假 如 在 完成 
实验 时 , 不 是 用 的 地 面 上 的 光源 而 是 用 太阳 发 出 的 光 , 迈克 尔 
还 的 于 涉 实 验 可 视 为 “判断 实验 ”与 相对 论 理 论 相 反 ， 里 兹 
理论 要 求 在 仪器 旋转 时 有 干涉 条 纹 的 位 移 1. 

假如 我 们 不 用 闭合 光路 , 而 用 开 断 光路 , 则 一 阶 效应 也 可 
以 推翻 里 效 理 论 ， 要 在 地 面 上 完成 这 样 的 测量 当然 是 不 可 能 
的 , 而 在 天 文 观 测 中 肯定 是 做 得 到 的 .Comstock”” 已 经 指出 
双星 的 可 能 效应 ， 后 来 de Sitter*3 定量 地 讨论 了 这 个 问题 并 
得 到 以 下 结论 : 若 不 假定 光速 为 常数 , 则 光谱 学 上 双星 的 圆 轨 
道 的 多 普 勒 效应 与 时 间 的 依赖 关系 相当 于 一 个 偏心 轨道 的 效 
应 与 时 间 的 依赖 关系 . 因为 实际 轨道 的 偏心 率 是 很 小 的 , 这 
就 使 我 们 作出 这 样 的 论断 ， 在 很 大 程度 上 ， 光 速 与 双星 的 速 
度 " 是 无 关 的 . 若 我 们 假定 光速 的 表达 式 具 有 .5 二 + 如 的 形 


mE 


30) 这 已 经 由 Hhrenfest 说 明 , 参 阅 注 21, Phys. Z. 同 前 引文 。 

31) M. La Rosa, Nuovo Cim., (6) 3 (1912) 345 及 Phys. 2Z,, 13 (1911) 
1129. | 

32) RR. CO. Tolman, Phys. Rev., 35 (1912) 136. 

1 见 补 注 3. 
24a) 参阅 注 24. 

33) W. de Sitter, Proc. Acad. Sei., Amst., 15 (1913) 1297 及 16 (1913) 
395; Phys. 2., 14 (1913) 429 及 1267; 也 可 见 P. Guthnik 的 评论 文 ， 
意 , 4str. Nachr., 195 (1913) No. 4670, 及 卫 . Freundlich 的 反对 意见 


[Phys. 2Z., 14 (1913) 835] 为 de Sitter 的 第 二 篇 论文 所 反驳 。 也 可 见 。 


W. Zurhellen, Astr. Nachr., 198 (1914) 1. 
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式 , 则 到 必 <0.002.， 现在 我 们 可 以 将 这 个 结果 与 上 述 发 射 理 
论 在 解释 斐 索 实 验 时 所 遇 到 的 困难 结合 在 一 起 来 考虑 ， 并 从 
原子 论 角 度 上 对 折射 加 以 解释 .因此 可 以 有 把 握 地 说 ,光速 
不 变性 的 假设 已 被 证 明 是 正确 的 , 另 一 方面 , 里 效 以 及 其 他 的 
人 为 了 解释 迈克 尔 逊 实验 所 作 的 种 种 尝试 业已 证 明 是 站 不 住 
脚 的 . 


4， 同时 的 相对 性 .从 两 个 假设 推导 洛 伦 兹 变换 . 洛 伦 兹 变 
换 的 公理 本 质 


乍 看 起 来 ， 上 述 两 个 假设 似乎 是 彼此 不 相 容 的 。 .我 们 取 
一 个 相对 于 观察 者 4 以 速度 运动 的 光源 工 并 考虑 另 一 相 
对 于 荆 为 静止 的 观察 者 了 3， 那么 ,两 个 观察 者 看 到 的 波 阵 面 
分 别 是 球 心 相对 于 4、B 为 静止 的 球面 ， 换 名 话说 , 他 们 看 到 
不 同 的 球 .但 是 , 假如 我 们 承认 , 空间 各 点 对 4 来 说 , 光线 同 
时 到 达 , 而 对 B 来 说 ,不 同时 到 达 , 这 个 矛盾 就 会 消失 。 这 就 
直接 地 告诉 我 们 同时 的 相对 性 ， 这 里 首先 必须 说 明 在 不 同 地 
点 的 两 个 钟 的 同步 的 意义 是 什么 ， 下 面 是 爱 因 斯 坦 选择 的 定 
义 ， 光 线 在 时 刻 如 从 点 卫 发 出 ,在 时 刻 如 从 点 @ 反 射 回来 


并 且 在 时 刻 共 加 到 点 了， 车 如 一 亏 ( 如 十 均 ， 则 我 们 说 @ 点 


的 钟 和 三 点 的 钟 是 同步 的 . 爱 因 斯 坦 所 以 用 光线 来 校准 时 钟 
是 因为 两 个 假设 使 我 们 有 可 能 对 光 信 号 的 传播 方式 作 明 确 的 
描述 。 自然 也 可 以 设想 其 他 办 法 来 比较 两 个 时 钟 , 例如 移动 
它们 、 利 用 机 械 耦 合 或 弹性 耦合 等 等 , 但 须 作 这 样 的 约定 , 凡 
与 光学 校准 方法 有 矛盾 的 方法 都 不 能 选用 . 

现在 我 们 可 以 推导 连结 两 个 相对 作 勾 速 运动 的 参考 系 K 
和 上 ‘中 的 坐标 zy, z, t 和 ww, y', xz', #1 的 变换 公式 ， 设 参 
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浪 系 区 ' 以 速度 "相对 于 参考 系 玉 运动 ,并 取 和 运动 的 方 回 为 
z 轴 的 正方 向 ， 所 有 作者 都 是 从 变换 公式 必须 是 线性 的 这 个 
条 件 出 发 的 . 这 可 以 从 下 面 的 论据 得 到 证 实 , 即 天 中 的 匀速 
直线 运动 在 ' 中 也 是 匀速 和 直线 运动 . 还 有 一 点 ,所 中 的 
有 限 坐 标 在 下 ' 中 必须 保持 有 限 也 是 不 言 而 喻 的 。 这 也 意味 
着 欧 几 里 德 几何 以 及 空间 和 时 间 的 均匀 性 继续 有 效 ， 从 两 个 
假设 就 得 到 方程 


22 十 Y?2 十 2 一 C2 好 一 0 (2) 
成 立时 ,相应 地 必须 有 方程 
wy 二 22 一 C32 二 0, (2’) 


又 因 变 换 必 须 是 线性 的 , 这 只 当 : 

ra tbl i AC st 
时 才 有 可 能 , 其 中 *% 为 与 有关 的 常数 . 假如 我 们 再 记 住 一 
点 ， 即 任何 平行 于 w 轴 的 运动 经 过 变换 以 后 还 是 一 样 ， 那么 ， 
立刻 可 以 看 出 ,应 该 得 到 $1 中 的 公式 (1)。 尽管 如 此 ,还 得 
证 明 可 以 令 x 等 于 1， 爱 因 斯 坦 的 步骤 是 对 沿 相 反方 向 的 速 
度 再 应 用 一 次 变换 公式 (1). 
1 十 2 


i y=X(— VY, on(~—0), 
太一 (一 9 人 和 
故 p=, 久 一 %(o)X( 一 切 幼 


2 一 MX(O)X( 一 020)2， 加 一 X(OD)X( 一切 下 
因 KK" 相对 于 K 为 静止 , 它们 必须 是 恒 等 的 ,所 以 有 
_ xX(O)MN( 一 2 一 1 
在 $1 中 已 经 指出 , x(v) 对 应 于 杆 的 横向 线 度 的 改变 , 并 且 


由 于 对 称 的 原因 ， 应 该 与 速度 的 方向 无 关 ， 因 此 x(o) 一 、 
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x( 一 急 。 又 因 % 必须 为 正 值 , 所 以 上 面 的 关系 式 给 出 xz(o) 
= 二。 邦 卡 勒 曾 用 类 似 的 方法 得 到 这 一 结论 ， 他 考虑 了 将 方 
程 (2) 变换 后 仍然 一 样 的 所 有 线性 变换 的 整体 (这 整体 自然 地 
形成 一 个 群 ), 并 要 求 它 包含 以 下 的 子 群 

(a) 平行 于 轴 移 动 的 只 有 一 个 参量 的 群 (这 里 群 的 参 
量 就 是 速度 0)， 

(b) 坐标 轴 的 通常 位 移 . 
因为 爱 因 斯 坦 的 对 称 条 件 x(o) x( 一 ?) 已 包含 在 (b) 中 ， 
所 以 又 一 次 得 到 x= 工 因而 我 们 得 到 确定 的 结果 ， 


f T— Vt f p f | +C— (VW/0?)w 
V iE V1i—pB? ? 局 
vy 十 和 一 0 二 02 十 十 2 一 C382. (ID 


与 公式 (D 相 逆 的 变换 可 以 用 一 2 代替 v 而 得 到 3 


2' 十 下 如 十 2 f 
-TE ; y=Y, z=%,, 1 。 (Ta) 


由 于 公式 (了 ) 的 结构 简单 ， 有 些 人 不 知道 ,如果 不 假设 


34) ”对 于 某 些 应 用 ， 熟 悉 一 般 情形 的 变换 公式 是 有 用 处 的 ， 在 一 般 情形 中 ， 
2 轴 并 不 在 速度 v 的 方向 上 . 把 fr 分 解 为 分 量 rW( 沿 KK' 相对 于 下 的 
速度 了 的 方向 ) 及 ri 垂直 于 9)， 就 可 以 得 到 这 些 变换 公式 。 首先, 从 
公式 (DD 可 以 得 出 : 

Ti 一 YL 


Ho t 一 (Vr) /0 。 
Vi 


r’ 一 r1 一 r1， 
li v1-B ? 


YoViv 
所， rT’'=r’ 十 7 ， 


和 IT 一 工 一 TI 一 了 一 


这 也 可 以 写成 


r=r+- 方 ( 1 -amv- 
全 


Vi- AT 一 有 
ti 一 (1/ea) (r.v) 
2 A AS YY 1 
v7 生 遍 (1a) 
这 些 公式 可 以 在 G，Herglotz 的 论文 中 找到 ，Ann. Phys.,， Lpz.，38 
(1911) 497, 方程 9. 
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公式 (2) 的 不 变性 , 就 不 能 从 一 般 的 群 论 的 考虑 推导 出 来 . 
IJgnatowsky 以 及 Frank 和 Rothe”” 曾经 证 明 在 某 种 范围 内 
事实 上 是 可 能 的 , 除了 下 列 假 定 外 , 并 不 需要 更 多 的 条 件 . 

(a) 变换 必须 组 成 只 有 一 个 参量 的 齐 次 线性 群 

(pb) KK 相对 于 五 "的 速度 与 玉 相对 于 KK 的 速度 相等 而 
有 目 方 向 相反 ; 

(0) 在 KK 中 观察 到 的 相对 于 尺 ' 为 静止 的 长 度 缩短 等 
于 在 天 中 观察 到 的 相对 于 五 为 静止 的 长 度 的 缩短 . 

这 已 经 足以 证 明 变 换 公 式 必须 具有 如 下 形式 .; 


/ vc— ot 8 一 CO (3) 


二 Er 


M1l—av V1—av 
自然 , 关于 a 的 符号 、 大 小 和 物理 意义 , 我 们 是 不 能 加 以 什么 
说 明 的 . 因为 从 群 论 的 假设 , 只 能 导出 变换 公式 的 一 般 形式 
而 不 涉及 物理 内 容 . 附带 说 明 一 下 , 应 该 注意 公式 (38) 中 已 包 
含 着 一 般 力 学 的 变换 公式 
v=—w—vt, t=t, (4) 

要 在 公式 (3) 中 邻 a=0, 就 可 以 得 到 公式 ( 急 ， 现 在 一 般 都 
按照 Frank 的 说 法 , 把 公式 (多 叫做 “伽利略 变换 "显然, 符 
在 公式 (了 DD 中 令 c=co, 也 可 以 同样 得 到 佑 利 略 变换 . 


. 洛 伦 兹 收 编 和 时 间 赔 胀 


洛 伦 效 收缩 是 变换 公式 (1) 的 最 简单 的 结果 ,因此 , 也 是 

两 个 基本 假设 的 结果 . 取 一 根 沿 2 方向 放置 的 杆 , 它 相 对 于 
参考 系 下 为 静止 , 因此 , 杆 两 端的 位 置 坐标 2 和 人 2 与 时 间 
35) WW. vy. Ignatowsky, Arch. Math. Phys., Lpe., 17(1910)1 及 18(1911) 


17; Phys. 2., 11 (1910) 972 及 12 (1911) 779; P. Flank 及 H. Rothe, 
Anm, Phys., Lpg., 34 (1911) 825 及 Phys. 2Z., 13 (1912) 750. 
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t' 无关 , 杆 的 静止 长 度 为 
一 2 一 lo. : (6) 

另 一 方面 ,我 们 可 以 用 下 述 的 方法 来 决定 杆 在 系统 及 中 的 长 
度 ， 我 们 知道 w、zs 是 时 间 t 的 函数 , 因此 在 系统 KK 中 与 杆 
的 两 个 端点 同时 重合 的 两 点 之 间 的 距离 ， 称 为 在 运动 系统 中 
杆 的 长 度 

za(t) —%1(t) =1. (6) 
因为 这 两 个 位 置 在 系统 KK' 中 不 是 同时 的 , 我 们 不 能 希望 ! 等 
于 lo。 事实 上 ,根据 公式 (1) 有 


因此 
b=, ll VI-B. (7) 


正如 洛 伦 兹 原先 假定 的 那样 , 杆 按 比例 VI 二 B73 :1 收缩， 又 

因 物 体 的 横向 线 度 并 不 改变 ”体积 的 收缩 也 可 以 应 用 同样 的 
公式 , 即 

V=Vo ~ 1—pB’. (7a) 

我 们 知道 , 这 种 收缩 是 和 同时 性 的 相对 性 有 关 的 , 正 因为 - 

这 个 理由 , 曾经 有 过 这 样 的 论断 29, 这 种 收缩 仅 是 一 种 “ 表 观 ” 

收缩 , 换 句 话说 , 它 是 由 于 我 们 的 时 空 测量 所 引起 的 ， 若 一 种 

状态 仅 当 它 在 所 有 的 伽利略 参考 系 中 可 以 按 同 一 方式 确定 时 

才 称 为 真实 , 那么 洛 伦 交 收缩 诚然 仅仅 是 “ 表 观 ”收缩 而 已 , 因 

为 一 个 在 玉 ' 中 为 静止 的 观察 者 看 到 的 杜 是 没有 收缩 的 。 但 


36) V. Varitak, Phys. 2., 12 (1911)169， 
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是 我 们 不 认为 这 样 的 观点 是 合适 的 ， 而 认为 在 任何 情况 下 洛 
伦 兹 收缩 原则 上 是 可 以 观察 的 。 在 这 一 方面 , 爱 因 斯 坦 的 理 
想 实验 ?7 是 富有 启示 性 的 . 它 证 明了 观察 洛 伦 兹 收缩 所 必须 
的 .测定 空间 上 相互 隔 开 的 两 事件 的 同时 性 , 可 以 完全 借助 于 
量 杆 来 完成 , 而 不 必用 人 时钟， 我们 设想 用 具有 相同 的 静止 长 
度 的 两 根 杆 41B1 和 4Bs, 它们 分 别 以 大 小 相等 、 方 向 相 
及 的 速度 2 相对 于 下 运动 ， 当 4ji 和 4。，Bji 和 .Bs 分 别 重合 
时 , 我 们 在 下 中标 出 这 两 点 并 记 为 4' 和 B*( 由 于 对 称 性 的 
理由 , 这 种 重合 在 太 中 是 同时 发 生 的 )， 因 而 4*B* 的 距离 当 
用 在 区 中 为 静止 的 杆 来 量度 时 , 其 值 为 
l=loV 1—pB?. 

由 此 可 知 洛 伦 兹 收缩 不 是 单独 一 根 量 杆 所 脐 出 的 性 质 ， 而 是 
两 根 彼此 作 相 对 运动 的 同样 的 量 杆 之 间 的 倒 易 关系 ， 这 种 关 
系 原则 上 是 可 以 观察 的 . 

类 似 地 , 时 间 标 度 也 由 于 这 一 相对 运动 而 改变 。 我 们 再 
设想 一 个 在 玖 ' 中 为 静止 的 时 钟 ， 在 天 ' 中 这 个 时 钟 所 指示 
的 时 间 {就 是 它 的 原 时 +， 并 且 我 们 还 可 以 令 它 的 坐标 x! 等 
于 零 ， 这 样 ;根据 公式 (Ia) 就 有 

tT T=MV 1—Bt. (8) 

因此 , 用 下 中 的 时 钟 标 度 来 量度 时 , 一 个 以 速度 2 运动 着 的 

时 钟 将 比 在 玉 中 静止 的 时 钟 按 比 例 WVI 一 到 :1 推迟， 实际 

上 洛 伦 兹 变换 的 这 一 推论 已 经 隐 含 于 洛 伦 兹 和 拖 卡 勒 的 成 果 
中 , 爱 因 斯 坦 只 不 过 第 一 次 把 它 清晰 地 表述 出 米 黑 了 . 

时 间 膨 胀 所 引起 的 表 观 伴 雇 ， 在 爱 因 斯 坦 的 第 一 篇 论文 


37) A. Finstein, Phys. 2,, 12 (1911) 509. 


18 第 I 编 ” 狭义 相对 论 基础 


中 已 经 提 到 , 后 来 Langevin*?, 劳 捷 ”” 和 洛 伦 兹 ”都 曾经 作 
了 更 仔细 的 讨论 。 考虑 在 点 卫 的 两 个 同步 的 时 钟 C1 和 02. 
如 果 使 其 中 之 一 ,例如 0s, 在 i 等 于 零 的 时 刻 开始 走动 , 并 以 
常 速率 " 沿 着 任意 的 曲线 运动 , 经 过 时 间 上 后 , 到 达 反 过， 则 
它 和 01 将 不 再 同步 . 到 达 P' 时 , 它 所 指示 的 时 间 是 tvV 1 一 BB? 
而 不 是 1。 特别 是 当 卫 和 7P' 重合 时 , 即 Cs 回 到 原来 位 置 时 ， 
同一 结果 也 应 成 立 ， 车 我 们 仅 讨 论 匣 利 略 参考 系 , 则 时 钟 的 
如 速度 可 以 忽略 .假如 我 们 取 一 种 特殊 情况 , 使 0: 党 x% 轴 运 
动 到 一 点 ,然后 再 回 到 了 , 在 王 和 有 不 连续 的 速度 变化 ， 
那么 , 加 速度 的 影响 肯定 地 与 时 间 t 无关, 并 且 很 易 消 去 . 现 
在 , 伴 雇 可 作 以 下 的 叙述 : 让 我 们 用 相对 于 Cs 一 直 是 静止 的 
参考 系 下 "来 描述 这 个 过 程 . 那么 时 钟 C1 将 相对 于 攻 * 运 
动 , 正如 时 钟 Cs 相对 于 KK 运动 一 样 . 还 有 ,在 运动 的 末了 ， 
时 钟 Cs 比 C: 减 慢 了 ， 即 Ca 比 Ca 加 快 了 .这 种 伴 雇 可 以 归 
结 为 仅 标 系 K* 不 是 贫 利 略 参 考 系 , 并 且 在 这 样 的 系统 中 , 加 
速度 的 影响 不 能 忽略 , 因为 用 牛顿 力学 的 术语 来 说 , 这 个 加 速 
度 不 是 由 于 外 力 , 而 是 由 于 惯性 力 所 产 生 的 ， 当然 , 这 个 问题 
只 有 在 广义 相对 论 的 框架 范围 内 才能 作出 完善 的 解释 (参阅 
第 IV 编 $53(B); 关于 时 钟 伴 雇 的 四 维 表述 , 参阅 第 II 编 
$ 24)， 更 应 该 注意 的 是 ， 有 如 上 一 节 记 提 到 的 ， 用 迁移 时 钟 
的 办 法 来 校准 时 间 , 不 附加 一 些 限 制 是 不 可 能 的 . 仅 当 时 钟 
所 指示 的 时 间 外 推 到 迁移 速度 为 零 的 时 候 ， 才 能 提供 正确 的 
结果 . 

38) P. Langevin, “L’évolution de 1’espace et du temps”, Scientia, 10 

(1911) 31. 
39) M. v. Laue, Phys. 2Z., 13 (1912) 118, 


40) H. A. Lorents, “Das Relativitatsprinzip’, 3 Haarlemer Vorlesungen 
(Leipzig 1914), 31 页 及 47 页 ， 
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显然 , 按照 相对 论 理论 , 任何 企图 证 明 坐 标 系 整体 的 运动 
对 其 中 现象 的 影响 的 实验 , 必然 得 出 否定 的 结果 . 但 是 , 研究 
一 下 这 种 实验 从 静止 系统 看 上 去 是 怎样 的 ， 仍 然 是 有 启发 意 
义 的 .为 此 , 我 们 将 讨论 迈克 尔 撑 干涉 实验 ， 令 五 表示 在 系 
统 区 中 测 得 的 平行 于 运动 方向 的 干涉 仪 辟 长 , ls 表示 垂直 于 
运动 方向 的 辟 长 ， 那 么 , 光 通 过 这 两 辟 所 需 的 时 间 万 和 如, 可 
由 下 式 表 出 


Ct1 一 


27; 2 
1—B2 ? 2 1—63 . 
由 于 洛 伦 兹 收缩 , 我 们 有 

六 一 Jo 1—B， 而 =lo, 


因此 
2%o 
/ ho Tg 
所 以 随 KK' 一 道 运动 的 观察 者 测 得 的 光速 
co'—~cesM 1—pB, (9) 


与 及 中 的 观察 者 测 得 的 光速 是 不 同 的 。 这 就 是 Abraham 人 1 
提出 的 观点 .但 按照 爱 因 斯 坦 的 说 法 , 还 必须 计 及 时 间 脱 乳 
t=tivV 1—B, 
因此 
ch = cts = 2lo, 

即 在 K' 中 的 光速 和 中 的 光速 是 相同 的 ， 按照 Abraham 
的 观点 是 没有 时 间 膨 胀 的 。 Abraham 的 观点 与 迈克 尔 人 进 的 
实验 是 一 致 的 , 但 与 相对 性 假设 是 矛盾 的 . 因为 这 个 观点 原 


41) M. Abraham, Theorie der Eleptrizitidt, Vol. 2.( 第 二 版 ,Leipzig 1908) 
367 页 。 


20 第 工 编 “狭义 相对 论 基础 


则 上 承认 入 们 可 以 用 实验 测定 系统 的 “绝对 ”运动 9 

让 我 们 进一步 讨论 爱 因 斯 坦 与 洛 伦 兹 观点 的 分 歧 ， 爱 因 
斯 坦 特别 指出 , 对 时 间 的 概念 作 了 更 深刻 的 表述 之 后 , “地方 ” 
时 间 与 真正? 时间 之 间 的 差别 就 消失 了 . 洛 伦 兹 的 地 方 时 可 
以 证 明 只 不 过 是 运动 系统 及 ' 中 的 时 间 而 已 。 有 多 少 伽利略 
参考 系 , 就 有 多 少时 间 与 空间 ， 还 有 , 爱 因 斯 坦 使 理论 不 依赖 
于 有 关 物 质 组 成 的 任何 特殊 假定 , 也 是 有 很 大 价值 的 . 

鉴于 上 面 的 论述 ， 是 不 是 应 该 完全 放弃 用 原子 论 去 解释 
洛 伦 兹 收缩 的 任何 尝试 ?我们 认为 对 这 个 问题 的 回答 应 该 是 
否定 的 ， 一 根 量 杆 的 收缩 不 是 一 个 简单 的 而 是 一 个 很 复杂 的 
过 程 ， 如 果 不 存在 电子 论 的 基本 方程 以 及 那些 我 们 还 不 知道 
的 决定 电子 本 身 凝 聚 力 的 定律 对 于 洛 伦 效 群 的 协 变性 ， 洛 伦 
效 收缩 将 不 发 生 ， 我 们 只 能 假设 这 些 协 变性 是 存在 的 , 知道 
了 这 些 协 变性 以 后 ， 那 么 理论 才能 从 原子 论 观点 来 解释 运动 
着 的 量 村 和 时 钟 的 行为 。 无 论 如 何 , 必须 始终 记 住 作 相对 运 
动 的 两 个 坐标 系 是 等 价 的 . 

相对 论 的 认识 论 基础 近来 正经 受 着 哲学 方面 的 严格 考 
验 4a3， 这 方面 的 意见 认为 相对 论 排斥 了 因果 概念 . 我 们 认为 ， 
从 认识 论 观点 来 说 ， 把 相对 运动 说 成 是 收缩 的 原因 是 完全 恰 
当 的 , 因为 这 种 收缩 不 是 单独 一 根 量 本 的 性 质 , 而 是 两 根 这 种 


42) 这 里 还 可 以 提 及 ，W. Wien [Wibrzb. phys. med. Ges (1908) 29 及 
Taschenb， Math. Phys., 2 (1911) 287] 所 作 的 “理想 实验 ”以 及 G. N. 
Lewis 与 R. 0. Tolman [PMl. Mag., 18 (1909) 在 516 页 上 的 注 ] 所 作 
的 “理想 实验 ”, 可 作为 在 t 的 变换 公式 中 的 项 {(V/c)zs/Y 1 一 B?} 的 说 


明 。 
43) ”特别 见 J. Petzolqd,，2. nositivistische Philos., 2 (1914) 40; Verh. atsch, 
phys. Ges., 20 (1918) 189 及 21 (1918) 495; 2Z. Phys., 1 (1920) 467; 
M. Jakob, Verh. atsch. phys. Ges., 21 (1919) 159 及 501; HBH. Holst, 
Math. fys. Meda., 2 (1919) 11; 2. Phys., 1 (1920) 32 及 3 (1920) 168., 
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量 杆 之 间 的 关系 ， 而 且 , 不 必 象 Holst 那样 , 为 了 满足 因果 性 
条 件 , 去 引证 存在 于 宇宙 中 的 所 有 物质 . 


6. 爱 因 斯 坦 速度 合成 定理 及 其 在 光 行 差 和 牵引 系数 方面 的 
应 用 ， 多 普 勒 效应 


显而易见 ， 古 典 运动 学 的 速度 合成 方式 不 会 导出 相对 论 
运动 学 的 正确 结果 .例如 , 把 一 个 速度 2( 达 0) 加 到 c 上 应 该 
得 到 6 而 不 是 十 2%。 这 里 所 应 用 的 法 则 已 完全 包含 在 变换 
式 ( 孔 中， 设 在 五 " 中 有 一 任意 运动 : 
of 的) YY 0) s(t) 
那么 ,在 中 有 一 个 与 之 相对 应 的 运动 
vp(t), Y=Yyt), 2=2(t). 
我 们 要 知道 的 是 在 人 ' 中 的 速度 分 量 
dw f } f dy } Ug 站 
WW oso 一 好 一 
WV TT 
和 在 玉 中 相对 应 的 速度 分 量 
QI dy az 
0090 Hr ru 
WU 二 MM 从 十 坊 十 起 
之 间 的 关系 .从 公式 (1a), 我 们 有 
CQ + vat 


dQ. 多 
"VIE 


dy=ady', dz=d?, 


dt 十 访 dw 
dT 
| -8 
用 最 后 一 式 去 除 就 有 
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mk 
”1 二 ww/e?’ 
NS PE 
一 一 一 一 一 -2 上 
wy 1 十 Wales/os ”| (10) 
a _V1— /cw | 
" 十 ou][o2 


这 个 关系 式 在 上 面 提 到 过 的 邦 卡 勤 的 论文 中 也 可 以 找到 ， 从 
这 个 关系 式 可 以 直接 得 出 
14112 人 03 ) a! — fay gin o! /e1211/2 
ut (11) 
也 可 以 写成 - : 
和 tan a— Mi/ Sino (12) 
WU COSG +o 
用 一 代替 wv 就 可 以 得 到 道 变 换 公 式 ， 所 以 对 速度 的 绝对 值 
言 ， 交 换 律 是 成 立 的 , 但 对 方 问 而 言 ， 交 换 律 就 不 成 立 了 . 
对 于 两 个 相 加 速度 是 互相 平行 或 互相 垂直 的 特殊 情况 ， 合 成 
法 则 可 以 直接 从 公式 (10) 导 出 
从 公式 (11a) 再 可 以 看 出 , 两 个 小 于 6 的 速度 合成 的 结果 
总 是 得 到 一 小 于 6 的 速度 。 而且, 物体 不 能 以 大 于 6。 的 相对 
速度 运动 ; 这 是 由 于 在 这 种 情况 下 变换 公式 (I) 将 得 出 坐标 的 
虚数 值 。 我 们 还 可 以 作 另 一 种 论述 。 假定 在 系统 KK 中 一 个 
效应 用 大 于 光速 的 速度 传播 是 可 能 的 ， 那 么 ， 将 存在 一 个 系 
统 下 “相对 于 以 小 于 光速 的 速度 运动 ), KK“ 中 的 一 个 事件 
将 引起 另 一 个 在 它 后 面 的 事件 ,在 五 中 这 个 事件 会 发 生 在 另 
一 事件 的 后 面 ， 因 为 我 们 可 以 令 妈 = 好 = 一 0 &>o0 那么 , 应 用 
公式 (10) 的 道 变 换 公 式 , 并 选择 (c/w) < (uc) < 二 就 得 到 


(41a) 
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v= T0703) < 
这 陨 等 于 否定 了 因果 概念 , 因此 我 们 可 以 断定 : 用 大 于 光速 的 
速度 发 出 信号 是 不 可 能 的 入 所 以 在 相对 论 中 ， 光 速 在 许多 
方面 起 着 无 限 大 速度 的 作用 ， 为 了 防止 这 一 类 偶然 产生 的 误 
解 , 这 里 应 该 特别 强调 , 从 它 本 身 推导 出 来 的 大 于 光速 的 速度 
是 不 存在 的 这 一 定理 , 仅 适 用 于 人 利 略 参考 系 . 

现在 我 们 来 较 详细 地 考虑 下 一 情况 ， 在 两 个 待 合成 的 速 
度 中 有 一 个 速度 等 于 光速 ce, 而 光线 的 方向 则 是 任意 的 ; 因此 
有 Ww 一 <， 那 么 , 按照 公式 (11), w= 一 ce， 即 (光速 ) 十 (小 于 c 的 
速度 ) 仍然 等 于 光速 .在 这 情况 下 , 关系 式 (12) 变 为 

tan w 一 Ye 人 % (13) 
这 就 是 光 行 差 的 相对 论 公 式 ， 是 爱 因 斯 坦 在 他 的 第 一 篇 论文 
中 导出 的 . 它 的 一 个 较 严格 的 证 明 将 在 以 后 表述 ， 对 于 一 阶 
的 量 而 言 , 这 个 公式 与 经 典 公 式 是 一 致 的 ， 光 源 运动 , 观察 者 
静止 ; 光源 静止 , 观察 者 运动 ， 以 前 一 直 认 为 是 两 回 事 ， 用 相 
对 论 就 得 到 固有 的 简化 , 现在 两 者 已 成 为 等 同 的 了 . 

爱 因 斯 坦 的 速度 合成 定理 的 第 二 个 重要 的 应 用 是 关于 非 
涅 耳 奉 引 系数 的 解释 . 在 Laub45) 试图 解释 而 未 获 成 功 之 后 ， 
劳 厄 第 一 个 考虑 了 这 个 问题 。 正如 光 行 差 的 情形 一 样 , 相 
对 论 与 洛 伦 兹 的 电子 论 解释 比较 时 ， 至 少 在 可 观察 的 一 阶 量 
上 上 ， 相 对 论 并 不 能 提供 新 的 结果 ?但 相对 论 的 推导 仍然 有 


44) A. Einstein, Ann. Phys., Lps., 23 (1907) 371. 

45) J. Laub, Ann. Phys., Lpz., 23 (1907) 738， 

46) M.v. Laue, Ann. Phys,., Lpg., 23 (1907) 989， 

47)” 见 数学 百科 全 书 V14 (Leipzig 1904) 8 60 中 的 讨论 。 H. A. Lorentz 
在 Naturiw, Kasch.，21 (1906) 487 中 从 电子 论 观点 出 发 ， 对 奉 引 系数 
作 了 简单 的 推导 。 
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很 大 优点 , 它 比 电子 论 的 推导 简单 ， 具 体 说 来 ， 它 证 明 最 终结 
果 与 任何 有 关 光 的 折射 机 构 的 特殊 假定 无 关 . 一 般 的 解释 途 
径 也 是 不 同 的 . 以 前 ， 斐 索 的 实验 实际 上 被 认为 证 明了 静止 
时 以 太 是 存在 的 . 当时 所 提出 的 解释 9 是 光波 相对 于 运动 媒 
质 的 传播 速度 不 是 c/w 而 是 (c/n) 一 (v/m?)、 这 就 暗示 着 非 相 
对 论 运动 学 是 适用 的 , 从 相对 论 观点 看 来 , 它 是 不 正确 的 . 更 
确切 一 些 ， 人 们 应 该 说 ， 对 于 随 媒 质 一 道 运动 的 观察 考 来 说 ， 
光 象 通常 一 样 是 以 速度 c/n 沿 所 有 方向 传播 的 . 正 因为 如 此 ， 
相对 于 媒质 以 速度 "运动 的 观察 者 所 看 到 的 光 的 传播 速度 不 
是 (c/m) 十 "而 是 可 由 公式 (10) 决 定 的 另 一 速度 到 . 现在 我 们 
仅 限于 讨论 光线 的 方向 与 观察 考 相 对 于 媒质 运动 的 方向 相 重 
合 的 情形 [对 于 第 II 编 8 36(y) 中 所 讨论 的 一 般 情况 ， 用 起 
合成 定理 来 应 该 当心 一 些 ]， 因 而 我 们 可 以 令 忆 =w = (0/n)， 
一 4 一 六， 当 仅 保留 一 阶 量 时 ,方程 组 (10) 中 的 第 一 个 式 子 . 
将 成 为 
对 于 色散 性 媒质 , 正如 洛 伦 兹 和) 曾经 指出 的 , 必须 在 方程 右 方 
加 一 个 修正 项 ， 从 这 个 公式 的 推导 中 可 以 看 到 ，% 表示 对 应 
于 在 运动 系统 K' 中 所 观察 到 的 波长 的 折射 率 ， 由 于 多 普 
” 勒 效应 (关于 它 的 理论 , 下 面 即 将 讨论 ), 与 波长 入 (在 系统 
KK 中 有 效 的 ) 是 由 以 下 的 方式 连 起 来 的 . 


N= (1+ 二 ) 一 (i+ 全) 


(我 们 再 一 次 地 限制 在 一 阶 量 范围 以 内 . ) 因 此 ,我 们 有 


”48) 例如 见 瑟 . A. Lorents, 数学 百科 全 书 V13 (Leipzig) § 21, 103 页 . 
49) H. A. Lorentz, Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen 
Erscheinungen in bewegten Korpern (Leyden 1895) 101 页 ， 
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pe 


将 mn( 和 ) 写成 mw 最 后 , 我们 得 到 


区 - | 
一 全 AM (1 一下 一 和 "名 . (14a) 


塞 曼 2 曾经 用 实验 证 明了 这 个 附加 项 的 存在 . 

近来 , 实验 装置 已 经 过 各 种 各 样 的 改进 , 如 使 光 不 是 从 辕 
定 的 .而 是 从 运动 的 表面 发 出 , 并 使 与 已 测定 其 率 引 系数 的 物 
体 的 运动 方向 重 直 .采用 了 运动 着 的 固态 玻璃 和 水 蝇 来 代替 
斐 索 实验 中 的 液体 ， 在 这 种 情况 下 ， 斐 索 实 验 的 理论 必须 加 
以 修正 , 因而 所 得 的 公式 也 不 同 史 ， 此 外 , 已 经 用 转动 代替 了 
移动 ， 特 别 值得 提起 的 是 Sagnac 的 实验 , 在 这 个 实验 中 , 仪 
器 的 所 有 部 件 都 一 起 旋转 , 因为 它 可 以 证 明 ; 一 个 参考 系 相对 
于 伽利略 系统 的 旋转 可 以 通过 系统 内 部 的 光学 实验 来 确定 . 
这 个 实验 的 结果 与 相对 论 完全 一 致 ， 在 这 以 前 ,迈克 尔 逊 se， 
曾经 建议 用 类 似 的 光学 实验 来 演示 地 球 的 转动 , 劳 厄 st) 又 从 


50) P. Zeeman, Vers!l. gewone Vergad,. Agkad. Amsi., 23 (1914) 245 及 24 
(1915) 18， 

5 ) 这 些 实验 已 由 G. Sagnac, 0. BR. Acad. Sci., Paris, 157 (1913) 708 及 
1410; .Phys théor. apo1.，(5) 4 (1914) 177 [理论 曾 被 M, vv. Laue 
讨论 过 : SS, B. bayer, Akad. Wiss. (1911) 404 及 Das Relativitatsp- 
notp (1919 第 三 版 )]; 及 FF. Harress, Dissertation (Jena, 1911) 做 过 ， 
入 由 OQ. Knopf，Ann. Phys., Lp2., 62 (1920) 389 [关于 理论 的 说 明 
见 P. Harzer, Astr. Nachr., 198 (1914) 378 及 199 (1914) 10; A. 
instein, Astr”, Nachr7,, 199 (1914) 9 及 和] 作 过 报告 ; 最 后 做 实验 的 
是 P. Zeeman, Verstl. gewone Vergad. Akad. Amst., 28 (1919) 1451, 
及 上. Zeeman 与 A, Snethlage, Versl. gewone Vergad, Akad. Amst,, 
28 (1919) 1462; Proe. Acad. Sci., Amst., 22 (1920) 462 及 512; M. 
v. Laue 已 对 所 有 这 些 实验 的 理论 作 了 详细 的 推 究 : Ann. Phys., Lps.， 
62 (1920) 448， 

51a) A. A. Michelson, Phil. Mag,, 8 (1904) 716; M. v. Laue, §S. B,. bayer. 
Ajgad. Wiss., math. phys. El., (1911) 405. * 
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理论 观点 对 这 个 建议 作 过 透彻 的 讨论 ， 它 实质 上 是 佛 科 摆 的 
一 种 光学 模拟 . 
这 里 要 讨论 的 第 三 个 也 是 最 后 一 个 现象 是 多 普 勒 效应 ， 
尽管 它 与 速度 合成 定理 漠 不 相关 ， 但 它 是 运动 物体 的 光学 葵 
础 之 一 。 我 们 来 考虑 一 个 在 系统 中 静止 的 、 很 远 的 光源 . 
一 观察 者 随 着 另 一 系统 玉 ' 沿 “ 正方 向 以 速度 相对 于 系统 
K 运动 ， 在 系统 玉 中 , 光源 与 观察 者 的 连 线 与 2 轴 成 <“ 角 ， 
并 且 取 * 轴 垂 直 于 这 两 个 方向 所 决定 的 平面 ， 则 在 中 光 
的 周 相 由 下 式 决定 : 


exp 27%v [+ 


式 中 >” 为 光源 的 正常 频率 . 有 如 在 第 II 编 8 32(5) 中 将 较 评 
细 地 讨论 的 , 周 相 必 觅 是 一 个 不 变量 . 因此 


加 oosotysno | 
6¢ 


z fv’ cosa t+y' sino 
exp 2z27 [+ 一 | 
, [,_ wcosaty sina 
一 6eXP 27r22 [+ 一 一 . 
从 公式 (I) 可 得 1_8 
一 请 COS 化 一 
y= 7 {25) 
;_ Ccosa—B . ， sinavV 1~B 
0 TTBesa’ I® 1—Beosa ” (16) 
从 这 些 式 子 我 们 得 到 | 
t ;_ sinayv 1—pB’ 1 
ne a -a (16a) 
和 an 可 V 工 一 tan 可 。 ” (16b) 


这 里 我 们 还 要 写 出 光束 的 立体 角 的 变换 公式 ， 因 为 


1 见 补 注 44. 


6. 受 因 斯 坦 速度 合成 定理 及 其 在 光 行 差 和 这 引 系数 方面 的 应 用 27 
dQ'’ d(coga') 


: a d(cogm) ’ 
对 下 式 : 
TB cos wo 1-B _ (16c ) 
i1—Bceosa 
微分 , 即 可 得 到 
; 1— 6B’ 
dO Ti 0 (17) 


公式 (15) 表 示 多 普 勒 效应 ，(16a) 式 是 方程 (13) 的 逆 式 . 
这 样 ,我 们 已 经 完成 了 一 次 新 的 . 较 严格 的 关于 相对 论 光 行 差 
公式 的 推导 ， 如 所 预期 , 我 们 也 断定 了 多 普 勤 效应 的 表达 式 ， 
到 可 以 用 实验 验证 的 一 阶 项 为 止 , 是 和 经 典 表达 式 一 致 的 . 和 
光 行 差 中 的 情形 一 样 , 相对论 提 出 了 一 个 自然 的 简化 , 两 种 情 
况 (光源 静止 , 观察 者 运动 ; 光源 运动 , 观察 者 静止 ) 在 旧 理 论 
中 , 以 及 声学 中 原来 是 不 同 的 , 而 这 里 已 经 变 成 是 等 同 的 了 . 

相对 论 的 特征 是 ， 即 使 光源 运动 与 观察 方向 成 直角 时 
(cos a 一 0), 多 普 勒 效应 并 不 消失 ， 在 这 情况 下 , 由 公式 (15) 
我 们 有 


1 久 1 : 
"I (C172) 


这 个 横向 的 多 普 勒 红 疝 位 移 与 对 运动 时 钟 所 假定 的 时 间 脱 胀 
是 完全 一 致 的 ($5)， 在 Stark 从 极 障 射 线 粒 子 所 发 出 的 光 
中 观察 到 多 普 勤 效 应 以 后 不 久 ， 爱 因 斯 坦 52) 就 提出 横向 多 普 
勒 效 应 可 能 从 极 隧 射 线 的 观测 中 得 到 证 实 ， 直 到 现在 还 不 能 
证 明 有 可 能 完成 这 样 的 实验 ， 因 为 要 使 4 正好 等 于 90° 把 相 
对 论 的 横向 多 普 勒 效应 与 通常 的 纵向 多 普 勒 效应 分 开 是 十 分 
困难 的 1. 


52) A. Einstein, Ann. Phys. Lpz., 33 (1907) 197. 
f 见 外 注 5. 
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7?. 四 维 时 空 世界 (闵可夫 斯 基 ) 


在 第 工 编 中 ， 我 们 证 明了 相对 性 和 光速 不 变性 两 个 假定 
可 以 归并 为 一 个 条 件 , 即 所 有 物理 定律 , 在 洛 伦 兹 变换 下 , 都 
应 该 不 变 ， 从 现在 起 ， 我 们 将 把 洛 伦 兹 变换 理解 为 满足 恒 等 
式 (ID 的 所 有 的 (2o)” 的 线性 变换 的 一 个 整体 ， 每 一 个 这 样 
的 变换 可 由 坐标 系 的 旋转 (也 可 以 再 加 上 反射 ) 和 象 (5 式 
那样 的 特殊 洛 伦 兹 变换 ， 因 此 , 从 数学 上 来 说 ， 狭义 相对 论 就 
是 治 伦 兹 群 的 不 变 式 的 理论 . 

内 可 夫 斯 基 的 成 就 » 是 发 展 相对 论 的 基础 ， 他 通过 下 列 
两 件 事实 的 合理 应 用 , 给 予 相 对 论 一 个 非常 美妙 的 形式 . 


53) ” 当 从 坐标 本 身 的 一 个 变换 过 渡 到 它们 的 微分 的 变换 时 , 就 没有 相应 于 移 
动 原点 ( 见 下 一 节 ) 的 一 种 变换 。 见 $ 22 关于 由 于 实际 要 求 对 洛 伦 兹 群 
的 可 允许 的 变换 所 加 的 限制 ， P 及 关于 本国 的 记 转 。 

54) H. Minkowski: (1) “Dasg Relativititsprinzip”， 在 4907 年 11 月 5 日 
在 Math. Ges, G6ttingen 发 表 的 演讲 , 发 表 于 Jber. Qtsceh. Mat. Ver., 
24 (1915) 372, 及 Ann. Phys., Lps., 47 (1915) 927.(II)“Die Grund- 
gleichungen fiir die clektromagnetischen Vorgiinge in bewegten 
Korpen’”’, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen (1908) 53, 及 Math. Ann., 88 
《1910) 472， 也 有 单行 本 (Leipzig 1911), (III)》 “Raum und Zeit” 在 
1908 年 9 月 1 日 于 Cologne 举行 的 科学 家 会 议 上 所 发 表 的 演讲 , 发 表 
于 Phys. 2Z., 10 (1909) 104, 并 纳入 论文 集 Das RelativitGtspringip 
(Leipzig 1913). 这 些 文献 将 称 为 Minkowski 1 了, IT， 及 III. 

作为 闵可夫 斯 基 的 先驱 者 ,应 当 提 及 邦 卡 勒 (参阅 注 11, R. C. Cire. 

mat. Palermo, 同 前 所 引 )。 他 在 当时 曾经 引用 过 虚 坐 标 4 一 ict, 而 把 它 
解释 为 在 Ra 中 的 点 坐标 ， 并 把 它 与 现在 我 们 ] 称 之 为 矢量 分 量 的 这 些 量 
结合 在 一 起 ， 而 且 , 在 他 的 讨论 中 ,不 变 的 间隔 起 着 作用 。 
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(a) 若 引 入 虚数 %=ict 代替 通常 的 时 间 力 则 时 间 坐 标 
与 空间 坐标 在 洛 伦 兹 群 中 形式 上 是 完全 等 价 的 ,并且 , 相对 于 
这 个 群 为 不 变 式 的 物理 定律 也 是 等 价 的 ， 事实 上 , 表征 洛 伦 
兹 变换 的 不 变 式 

pr 
成 为 
. z 必 十 尹 十 2 十 Ww (18) 
这 样 , 一 开始 就 很 方便 , 不 必 再 区 分 空间 与 时 间 , 仅 须 考虑 四 
维 时 空 流 形 ， 我 们 将 按照 闵可夫 斯 基 的 说 法 ， 简 称 之 为 “ 世 
界 ”. : : 
《b) 由 于 表达 式 (18) 在 洛 伦 效 变换 下 是 不 变 式 ， 并 且 华 
标 也 是 二 次 方 的 , 这 就 可 以 自然 地 将 它 规定 为 世界 点 P(z%, y， 
z, wu) 到 原点 的 距离 的 平方 ， 使 类 似 于 通常 空间 中 距离 的 平方 


a 


点 的 距离 为 零 ， 但 不 必 重 合 , 关于 这 一 点 将 在 $ 22 中 较 详细 
地 讨论 。 尽管 有 这 些 几何 上 的 差异 , 我 们 仍然 可 以 将 洛 伦 兹 
变换 看 成 世界 坐标 的 正 交 线性 变换 ， 并 且 把 它 看 成 世界 坐标 
加 的 ( 虚 ) 转动 , 使 类 似 于 Rs 中 的 坐标 系 的 转动 ， 还 有 , 正如 
通常 的 矢量 和 张 量 计算 可 以 看 成 是 Bs 的 正 交 线性 坐标 变换 
的 不 变 式 理论 一 样 ， 洛 伦 兹 群 的 不 变 式 理论 具有 四 维 矢量 和 
张 量 计算 的 形式 弛 ， 所 以 , 总 起 来 说 ， 第 二 个 事实 是 闵可夫 斯 
基 表象 理论 的 主要 方面 , 它 可 以 表达 如 下 : 由 于 洛 伦 兹 群 保持 
55) 这 种 张 量 分 析 的 第 一 次 表述 可 在 前 面 所 引 的 闵可夫 斯 基 的 论文 中 找到 。， 
索 末 非 首先 作 了 系统 的 表述 : A. Sommerfeld， Ann, Phys,, Lp2., 32 

(1910) 749 及 33 (1910) 649， 
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” 人 时 时 人 
” 


8. 更 普遍 的 变换 群 

为 了 能 够 推导 广义 相对 论 必需 应 用 的 数学 工具 ， 我 们 先 
介绍 一 些 它 的 形式 结果 . 

在 广义 相对 论 中 ， 两 个 相距 为 有 限 距 离 的 世界 点 之 间 的 
间隔 不 再 能 用 关系 (18) 的 简单 形式 来 确定 ， 但 在 这 里 , 相距 为 
无 限 小 的 两 点 之 间 的 距离 ds 的 平方 还 是 可 以 用 坐标 的 微分 
的 二 次 形式 来 表示 .。 华 标 用 刀 ，z2， za wt 代替 y， zw 或 
者 简写 为 z'， 这 个 二 次 形式 的 系数 用 gw 表示 ， 并 且 ， 按照 爱 
因 斯 坦 的 办 法 , 略 去 求 和 号 , 并 规定 每 一 一 指标 出 现 两 次 时 , 即 
表示 从 1 到 4 取 和 .因此 ,我 们 有 

Qs” = gdw! Avr (gw = gu). (19) 

右边 的 求 和 应 这 样 进行 ，% 和 % 分 别 取 芋 到 4 的 数值 ， 因 而 
在 式 (19) 中 , 认 的 组 合 , i 庆 6 出 现 两 次 , i=6 仅 出 现 一 次 . 
举例 来 看 , 用 这 种 规定 , 二 次 型 


J 一 vy Ur 
对 wi 的 微 商 是 
$= 2gwe, (20) 
这 和 欧 拉 定理 是 一 致 的 , 即 
J 
Uo 2. 


Ou 
式 (19) 所 代表 的 线 元 中 , gw 一 般 是 坐标 的 任意 函数 . 相 
应 地 说 , 当 gw 用 显 函 数 表 出 时 ,广义 相对 论 所 讨论 的 是 所 有 
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点 变换 
Tp (vl, ve, Ww, wt) 
构成 的 群 的 不 变 式 理论 . 
现在 我 们 对 物理 学 中 用 到 的 一 些 最 重要 的 变换 群 作 一 个 
概述 ， 上面 详 细 提 到 的 即 是 其 中 的 一 部 分 ， 这 里 我 们 按照 


， FF. Klein55a) 所 实现 的 方案 (Erlanger Programm ) 来 叙述 . 


除 (B') 以外， 所 列举 的 每 一 个 群 都 把 前 面 的 作为 子 群 包 含 在 
内 . 
(A) 正 交 线性 变换 群 ( 洛 伦 兹 群 ), 它 保持 距离 的 平方 
832 一 03 十 02 十 03 十 04 
不 变 。 包 括 或 不 包括 非 齐 次 变换 都 可 以 .但 车 治 伦 兹 群 确定 ， 
为 坐标 的 微分 的 线性 变换 群 , 使 无 限 小 量 
ds2 一 dos 十 dz 十 do 十 Go 
保持 不 变 , 则 仅 包含 (ceo) 齐 次 变换 ， 但 在 有 些 应 用 上 ， 原点 
的 移动 是 很 重要 的 . 此 外 ， 我 们 必须 区 别 函 数 行列 式 为 十 1 
的 正常 正 交 变换 以 及 还 包含 有 函数 行列 式 为 一 1 的 更 广泛 的 
混合 正 交 变换 群 。 前 一 种 变换 可 以 连续 地 变 为 恒 等 变换 ,而 
后 一 种 则 与 反射 有 关 . 
(B) 仿 射 群 , 它 包含 所 有 的 线性 变换 . 
(B') 仿 射 变换 群 , 仿 射 变换 将 光 锥 方程 
、 0 十 人 十 3 十 二 0 


55a) F'. Klein, “Programm zum Hintritt in die philosophische Fakultat” 
(Erlangen 1872); 重印 于 Math. Ann., 全 (1893) 63. 也 可 参见 他 的 演 
讲 “tber die geometrischen Grundlagen der Lorentz-Gruppe”, J ber. 
atsch. at. Ver., 19 (1910) 281, 及 Phys. 2Z., 12 (1911) 17. 也 可 参见 
Klein 的 Gesammelte mathematische Abhandalungen, 第 一 卷 (Berlin 
1921) 565 必 567 页 中 的 文章 ， 
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变 成 其 本 身 , 因此 有 
2 十 422 十 v3 十 D4 一 p(wI 十 402 十 23 十 4)， 
式 中 p 为 坐标 的 任意 函数 ， 参 看 8 28 和 65(6) 中 它 存 麦克 斯 
韦 方 程 中 的 适用 性 和 在 Nordstr6m 的 引力 理论 中 的 作用 . 
(CO) 线性 分 式 变换 的 射影 群 . 这 主要 被 数学 家 用 于 非 欧 
几何 学 的 早期 研究 中 , 在 物理 学 中 , 它 是 不 重要 的 (也 可 参看 
§ 18). 


(D) 伴随 有 微分 形式 (19) 的 所 有 点 变换 群 。 它 的 不 变 
式 理论 就 是 广义 相对 论 中 的 张 量 计算 . 
( 卫 ) 参看 第 V 编 $65 Weyl 的 更 广泛 的 群 . 


9. 仿 射 变换 中 的 张 量 计算 se 
为 了 避免 在 狭义 和 广义 相对 论 中 写 同一 公式 要 用 不 同方 


om 


56) 除了 在 87 由 所 引 的 参考 文献 之 外 , 也 可 见 : 再. Grassmann, Ausdeh- 
nungslehre (Berlin 1862); M, v. Laue, Das Relativitatsprineip 
(1911 年 第 一 版 ，1919 年 第 三 版 ); H. Weyl,，FRaum-Zeit-Mfaterie 
(1918 年 第 一 版 ，1919 年 第 二 版 , 1920 年 第 三 版 ) [Space-Time- 作 atter 
(London, 1922)]; GQ. Rieei 及 T, Levi-Civita, “Méthodes de calcul 
différenti} absolu et leurs application”’, Math. Ann,, 54 (1901) 135; 
A. Einstein, “Die formale Grundlage der allgemeinen Relativitiatsthe- 
orie”’, S. B. preuss. Akad. Wiss, (1914) 1030, 及 “Die Grundlage der 
allgemeinen Relativititstheorie?, Ann. Phis., Lpz2., 49 (1916) 769, 
还 另外 出 过 合 订 本 (Leipzig 1916). 另 一 种 术语 曾 为 d. N. Lewis 
[Proc. Amer. Acad. Arts Sci., 46 (1910) 165] 以 及 EE. B, Wilson 和 
人 . N. Levwis[ 同 前 ，48 (1912) 387] 使 用 过 ,也 可 参阅 Gd. N. Lewis 的 
报告 [yb. BaaQioaxt, 7 (1910) 321]. 也 可 见 H. Kafka, Ann, Phys,， 
Lrg., 58 (1919); H. Lang, Dissertation (Munich 1919) 及 Ann. 
Phys., Lrz., 61 (1920) 32. 了 由 可 见 和 Runge, Vektoranalysis (Leipzig 
1919) ,关于 互 易 矢量 系统 。 但 他 只 限于 Ra. 对 于 在 第 II 编 所 讨论 的 材 
料 , 也 可 见 及 ,Weitzenback， 数 学 百科 全 局，III 卫 了, 第 二 部 分 , QO. 节 ， 
可 以 厦 到 , 本 书 中 所 表述 的 仿 射 变换 的 张 量 分 析 , 只 在 它 所 用 的 术语 与 
代数 学 中 的 不 变 的 形式 理论 中 所 用 的 有 所 不 同 ， 
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法 的 不 便 ， 我 们 一 开始 就 采用 仿 射 群 作为 表述 的 基础 而 不 局 
限于 正 交 变换 ， 从 几何 的 观点 看 来 , 这 意味 着 我 们 可 以 用 笠 
坐标 系 ( 但 不 能 用 曲线 坐标 系 ).， 9w 为 常数 , 但 这 些 常 数 不 一 
定 永远 有 归 一 化 数值 gx 一 3 这 是 与 正 交 坐标 系 不 同 之 处 ， 
这 里 量 56; 由 下 式 定 义 
1 yw jdk (21) 
现在 张 量 计 算 可 以 用 多 种 方法 来 建立 .或 者 把 张 量 元 素 
理解 为 某 些 几 何 实体 的 射影 ， 或 者 用 纯粹 的 代数 方法 ， 由 坐 
标 变换 中 的 性 质 来 表征 ， 闵 可 夫 斯 基 仪 从 几何 方面 考虑 四 矢 
量 , 有 了 二 秩 反 号 对 称 张 量 ( 或 者 按照 他 原来 的 说 法 : 第 二 种 
矢量 ) 的 概念 以 后 , 他 首先 采用 了 纯粹 代数 方法 .由 于 索 末 菲 
论文 “的 影响 几何 方法 风行 一 时 ， 直 到 用 更 一 般 的 变换 群 
来 代替 洛 伦 兹 群 的 时 候 为 止 .因此 没有 几何 处 理 方法 包含 在 
Ricoi 和 Levi-Qivita™ 的 文章 里 , 这些 文章 是 一 般 点 变换 的 
张 量 计算 的 基础 1, 与 用 几何 方法 解释 矢量 的 逆 变 与 协 变 分 量 
的 打算 是 背道而驰 的 . 仅 在 以 后 的 海 森 堡 ，Levi-Civita 和 
Weyl ”的 文章 里 , 我 们 才 发 现 几何 方法 方面 又 受到 较 大 程度 
的 重视 ， 这 在 Lang” 的 论文 中 也 有 完整 的 报导 .纯粹 代数 
表示 的 优点 是 形式 简洁 , 而 几何 表示 的 优点 是 形象 鲜明 、 我 
们 开始 将 用 前 者 , 但 以 后 , 在 特殊 情况 下 , 对 我 们 所 要 揭露 的 
概念 和 定理 将 用 几何 方法 来 解释 , 
”” 量 awini 其 中 指标 可 以 独立 地 取 数 值 1, 2, 3, 4 称 为 张 
量 的 分 量 ， 特别 是 具有 指标 纪 1mr… 的 张 量 分 量 称 为 协 变 分 
量 , 具有 指标 rst… 的 张 量 分 量 称 为 道 变 分 量 ,， 若 下 述 条 件 得 


+ 这 篇 论文 已 成 为 爱 因 斯 坦 研 究 的 出 发 点 9， 
57) .分 别 参见 8 10 及 14 中 的 注 58a 及 注 65, 66, 67. 
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到 满足 : 对 于 仿 射 变换 


t= Avr (22) 
及 其 逆 变 换 | 
wr* = Qt, (23) 
且 系 数 a;* 满足 
ar' a = Qa = 0,%, (24) 
张 量 的 分 量 的 变换 应 为 5 
Qn = OT A QA, Oo (25 ) 


这 里 所 用 的 求 和 法 则 是 指标 出 现 两 次 (大国 14 对 任意 坐标 
变换 的 这 个 定义 的 推广 )， 分 量具 有 的 指标 数目 称 为 张 量 的 
秩 . 一 秩 张 量 又 称 为 矢量 , 这 种 矢量 的 最 简单 的 例子 是 一 点 的 
坐标 和 ( 闭 变 的 ) . 由 公式 (21) 定 出 的 量 6,*， 按 照 (24), 构成 张 
量 的 分 量 ,对 于 指标 是 协 变 的 , 对 于 指标 上 是 逆 变 的 ， 张 量 
6;” 还 有 一 个 性 质 , 它 的 分 量 在 所 有 坐标 系 中 有 相同 的 数值 . 
两 个 张 量 [ 同 秩 ] 相 加 ， 得 到 一 个 同 秩 的 新 张 量 ; 若 相 乘 ， 
得 出 秩 数 较 高 的 张 量 ， 例 如 
Qi 十 Di 一 Ci 
xp 一 CO， ao 一 0i 
通过 收缩 (对 相应 的 上 指标 和 下 指标 取 和 )， 我 们 得 到 秩 数 较 
低 的 张 量 .例如 二 秩 张 量 检 得 出 不 变量 1=#( 这 里 按照 我 们 
的 约定 ， 求 和 号 略 去 了 )。 相 乘 和 收缩 也 可 以 结合 在 一 起 ， 例 
如 , 我们 可 以 先 用 w% 乘 色 构 成 张 量 
3 一 QiD5， 
57a) ”我 们 认为 假使 把 标记 “ 送 变 的 2 和 “ 协 变 的 "交换 一 下 , 相应 于 历史 上 旧 的 
术语 “ 协 步 的 ?和 “ 道 步 的 ”将 更 为 正确 。 这 样 一 来 , 象 坐标 那样 变换 的 量 
就 称 为 协 变 量 . 但 是 , 我 们 这 里 所 采用 的 是 目前 一 般 使 用 的 术语 , 这 种 


术语 创始 于 Ricei 及 Levi-Givita, 并 为 爱 因 斯 坦 及 Weyl 所 采用 (参阅 
注 56) . 
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然后 通过 收缩 得 出 不 变 式 
3 一 3 ， 
当然, 这 也 可 以 从 矢量 a 和 下 通过 直接 运算 得 出 
8 一 Cap 

用 同样 的 方法 , 一 人 二 秩 张 量 aw 利 一 个 矢量 2 可 以 结合 起 
来 构成 矢量 

Ys — dt™ 
和 不 变量 

了 了 一 aix0t 


这 里 应 用 的 法 则 反 过 来 也 同样 成 立 ， 车 oil 对 任意 矢量 是 
不 变量 , 则 @ 是 矢量 的 协 变 分量 ; 行 0 一 0 并 且 a'rwvr 对 
任意 矢量 必 而 言 是 不 变量 , 则 o* 是 二 秩 张 量 的 逆 变 分 量 ; 等 
等 ， 这 些 结果 推广 到 任意 秩 张 量 也 是 显而易见 的 . 

基 将 一 个 张 量 的 指标 % 各 互 换 ， 它 的 分 量 并 不 改变 或 
只 改变 符号 , 则 这 个 张 量 分 别称 为 按 指标 %, 对 称 或 反 称 [ 反 
号 对 称 ] 的 张 量 (例如 az=aun 或 az= 一 ao). 不 难 证 明 , 这 种 
关系 不 依赖 于 坐标 系 的 选择 。 但 是 两 个 指标 必须 同 是 上 指 
标 , 或 者 辐 是 下 指标 . 

公式 (19) 引 入 的 量 gx 也 是 张 量 , 这 从 geaiito 的 不 变性 3 
可 以 看 出 。 这 个 张 量 在 几何 学 和 物理 学 中 都 是 很 重要 的 ， 称 
为 基本 (或 度 规 ) 张 量 ， 我 们 可 以 从 gu 得 到 新 张 量 如 了 ， 取 
OU 的 行列 式 ， 
9 一 det|guw|， (26) 
用 g 去 除 某 一 gw 的 子 式 , 这样 得 出 10 个 量 六 (多 一 9 六 它 
满足 关系 式 : 


58) 在 仿 射 群 适用 的 区 域 里 ， 这 两 点 (它们 的 距离 是 由 guttr 所 决定 ) 不 一 
定 要 假定 为 彼此 极其 接近 的 ,参阅 $ 10: 
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giag ”=— 6 (27) 


工 


det | g*| = 了 了 (26a) 


现在 我 们 可 以 断言 g* 是 二 秩 张 量 的 逆 变 分 量 为 了 证 明 这 
一 点 ， 取 一 个 矢量 的 逆 变 分 量 a*， 以 gw 相 乘 ， 那 么 根据 收缩 
法 则 得 到 

Qi = ina". (28) 
这 一 组 方程 的 逆 变 换 是 

:= gay, (28a) 
又 因 分 量 or 是 完全 任意 的 ， 从 上 面 引述 的 定理 可 知 g9™ 具 有 
张 量 的 性 质 . 

我 们 把 量 wm 和 a! 称 为 同一 矢量 的 协 变 分 量 和 逆 变 分 量 . 
相应 地 我 们 对 高 秩 张 量 可 以 确定 出 指标 的 升 高 或 降低 ， 并 将 
最 后 得 出 的 量 看 成 是 属于 同一 张 量 .例如 

Qt = Gina = JirQ"k, Qik =— gigrsgys Org (28Pb) 
指标 的 升 高 或 降低 对 于 张 量 之 间 的 已 知 关系 的 正确 性 并 无 影 
啊 ， 但 应 注意 在 收 须 时 必须 对 相应 的 上 指 祭 和 下 指标 取 和 和， 
例如 
J =awb' = oibs, 
GO=am 一 iD， 0 一 0 一 0 (29) 

张 量 代数 法 则 到 此 结束 ， 张 量 分 析 ( 即 对 坐标 微分 导出 
的 和 量 国 沪 生生 四 和 可 以 看 出 是 直接 服从 张 量 代 
数 法 则 的 .只 须 注意 到 算 符 -5 zo 的 行为 , 在 任何 方面 , 形式 


上 和 一 个 矢量 的 协 变 分 量 一 站 这 些 算 符 的 次 序 关 系 和 几何 
解释 只 有 在 一 般 变换 群 的 张 量 计算 的 体制 内 才能 讨论 ， 
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10. 矢量 的 协 变 和 逆 变 分 量 的 几何 意义 ”” 


一 个 矢量 可 以 用 几何 学 方法 以 一 定 长 度 的 线 来 代表 (所 
以 也 可 以 称 为 “ 线 ” 张 量 )。 因而 它 的 道 变 分 量 可 以 用 这 要 线 
在 坐标 轴 上 的 平行 投影 来 表示 ， 若 矢量 的 始 端 取 作 原点 ,这 
些 分 量 和 矢量 终端 的 坐标 是 完全 一 致 的 ， 在 转换 到 新 坐标 系 
时 , 按照 上 节 所 述 , 这 些 坐 标的 变换 正如 一 个 矢量 的 道 变 分 量 
所 要 求 的 一 样 ， 类 似 于 三 维 空间 Es 的 矢量 , 两 个 矢量 的 和 可 
用 矢量 平行 四 边 形 的 对 角 线 代表 . 

现在 我 们 要 引入 距离 和 角 的 概念 , 为 此 , 我 们 将 考虑 笛 卡 
儿 ( 正 交 的 ) 坐标 系 ( 玉 1， 访 a, 且 ，,， 下 4)， 具 有 分 量 X; 的 矢 
量 允 的 长 度 平方 可 表 为 ”” 

XxX? 一 >) Xi (30) 
并 且 当 
Xi (31) 
等 于 零 时 , 我 们 说 这 两 个 矢量 是 彼此 互相 垂直 的 . 一般 地 说 ， 
x*y 称 为 矢量 X, y 的 标 积 ， 这 个 定义 对 于 正 交 变 换 的 不 变 
性 质 可 以 从 公式 (30) 的 不 变性 质 得 出 ， 如 果 我 们 考虑 到 关系 
式 . 
(和 十 L7)2 一 入 2 区? 十 2XNX T+ Wy, 
由 于 此 式 中 入 几 的 二 次 形式 是 非 负 的， 也 可 以 得 出 
(X*y)’—X YY <0 
(等 号 仅 在 久 与 了 互相 平行 时 , 即 X=ay 时 成 立 )， 因 此 我 们 
584) ”我们 在 这 一 节 中 的 讨论 严格 地 仿照 海 森 堡 的 讨论 ,Maih. 4nn., 78 
(1917) 187. 


59) 这 里 我 们 假定 , 在 (30) 式 中 的 所 有 的 平方 是 正 的 , 并 且 假 定 坐 标 是 实数 
的 。 在 $ 22 中 ,我 们 将 讨论 适用 于 真实 的 时 空 世界 中 的 各 种 条 件 ， 
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0 


cos(X, y) 一 (32) 


-7 3 
标 积 的 几何 意义 和 通常 的 三 维 空 s 间 一 样 , 等 于 矢量 和 在 了 方 
门 的 正 投影 和 y 的 长 度 的 乘积 。 如 果 把 正 交 坐标 系 选 成 这 
样 , 使 其 中 的 一 个 坐标 轴 与 y 的 方向 相同 (这 样 的 选择 总 是 可 
能 的 ), 上 述 一 点 就 可 以 立刻 看 出 来 . 

为 了 要 在 任意 的 斜 坐 标 系 中 得 出 长 度 以 及 两 个 矢量 的 标 
积 的 表达 式 ， 我 们 用 四 个 基 矢 量 ep(%==1 到 4) 来 表征 这 样 一 
个 坐标 系 作 为 第 一 步 , 在 这 坐标 系 中 , 基 矢 量 的 道 变 分 量 是 

ei= (1, 0, 0, 0), 
e,= (0, 1, 0, 0), 
e;=— (0, 0, 1, 0), 
84s= (0, 0, 0, 1). 

一 般 说 来 , 它们 的 长 度 可 以 不 等 于 14， 所 以 , 量度 一 个 矢 
量 的 长 度 的 单位 对 所 有 坐标 系 是 相同 的 ， 而 量度 轴 上 的 平行 
投影 的 单位 , 一 般 说 来 , 即使 在 同一 坐标 系 中 , 不 同 的 轴 也 各 
不 相同 .每 一 矢量 可 以 写成 如 下 形式 : 


(33) 


X= ey. | (34) 
因此 , 距离 以 及 标量 积 的 表达 式 可 以 直接 写 出 如 下 : 
和 一 (el (Vek) — 1* OtW! = gwiw,, (35) 
和 了 一 (Ze6) (Vey) = i Ent = ginw'y, (36) 
其 中 
in = Oi* Ox. (37) 


因而 我 们 也 得 到 量 giw 的 几何 意义 . 
现在 我 们 引入 与 矢量 es 有 倒 易 关系 的 四 个 矢量 , 它们 由 
下 列 关 系 决定 
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ee 一 3i5 (38) 

即 矢 量 6” 与 ex 中 一 次 取 三 个 矢量 所 形成 的 空间 垂直 , 并 且 

是 适当 地 归 一 化 的 . 若 用 w% 表示 xX 在 倒 易 轴 上 用 对 应 的 单 
位 量 出 的 平行 投影 , 我 们 有 


X— zx". (39) 
为 了 得 出 wi 与 x: 之 间 的 关系 ,我们 用 @; 标 乘 方程 
VIO — Vn. (39a ) 
应 用 公式 (37) 和 (38), 我 们 就 得 到 
Wi = it”. (40) 


次 甸 清 说 ， 生生 人 生生 时 二 在 个 易 轴 上 的 平行 投 


和 


是 


我 们 得 到 
ii 一 er 
因为 V! = gy, 所 以 
9 —8',°ex. (41) 
将 表达 式 (34) 和 (39) 分 别 平方 ， 或 者 将 它们 乘 在 一 起 ， 都 可 
得 到 
和 2 一 Ia 一 Otto 一 20t (35a) 
同 理 , 应 用 
和 一 0jiel 一 26， 了 一 re 一 re 
60) Ricci 与 Levi-Oivita, 和 Lang 一 样 (参阅 注 56) ， 把 协 变 矢 量 的 分 量 解 
释 为 在 原来 坐标 轴 上 的 正 射影 。 但 是 , 在 此 情形 中 , 必须 附加 以 一 个 因 
子 , 它 会 破坏 公式 的 简 法 性 和 对 称 性 。 因 为 由 (39) 式 可 知 ， 以 8 与 之 作 
标 积 , 可 得 出 内 = 一 8 .X。 因 此 在 e&% 上 的 X 的 正 射影 是 等 于 
-7 [根据 (37) 式 ] 
《指标 《不 要 求 和 )。 最 后 ,应 该 注意 , 在 一 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,其 中 guw 具 
有 值 %#, 道 变 分 量 与 协 变 分 量 之 间 的 区 别 就 消失 了 , 系统 的 基 和 天 量 8 就 
与 倒 易 矢量 等 同 ， 
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就 得 到 标 积 
XY = It = 9 TY = VY — WY. (36a) 
我 们 还 需要 了 解 基 矢 量 e; 在 坐标 变换 中 的 行为 是 怎样 
的 ， 令 @ 代表 新 ( 带 撤 的 ) 坐 标 系 中 的 基 矢 量 , 则 对 任 一 天 量 
和 我 们 有 
X=w'ie! 一 和 ex 
应 用 公式 (22) 和 (23) 就 得 到 
et 一 au “ep (42) 
和 
ex 一 0 ©;. (43) 


和 


变换 公式 ， 在 这 里 应 用 公式 (37) 和 (4 和 2) 可 得 到 证 实 . 


11.“ 面 " 张 量 和 体 张 量 . 四维 体 积 


在 线 之 后 , 最 重要 的 几何 实体 是 面 ， 类似 于 矢量 ( 线 张 
量 ) 和 直线 之 间 的 关系 ,也 存在 着 一 种 二 秩 张 量 ， 我 们 将 称 之 
为 “ 面 " 张 量 ， 考虑 两 个 矢量 y, 使 它们 一 起 构成 一 个 二 维 
的 平行 四 边 形 ， 就 能 得 到 这 种 张 量 ， 它 到 六 个 二 维 坐标 平面 
上 的 平行 于 轴 的 投影 , 用 基 矢 量 e 组 成 的 六 个 平行 四 边 形 作 
为 单位 来 量度 , 可 用 下 式 表 示 : 


EU 一 Oo (44) 
它们 成 为 二 秩 反 称 张 量 的 逆 变 分 量 , 并 服从 关系 式 
tr 一 一 EM (45) 
若 改 用 倒 易 轴 和 以 e;* 构成 的 单位 面 时 , 就 得 到 协 变 分 量 
Eik = VY — VkYi. (44a) 


任何 二 秩 反 称 张 量 ， 要 是 它 的 分 量 满足 公式 (45) 就 称 为 面 
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张 量 ， 并 不 是 每 一 个 这 样 的 张 量 都 可 以 写成 形式 (44) 一 一 因 
为 经 的 这 一 种 特殊 形式 满足 关系 


EEA ENIESI .ETAE2S 一 0. (46) 
但 是 它 可 以 写成 如 (44) 那 样 形式 的 两 个 张 量 之 和 ， 不 变量 
J 一 训 Et" (47) 


代表 平行 四 边 形 的 面积 更 一 般 地 说 , 若 Sw 和 7 是 两 个 其 
有 特殊 形式 (44) 的 “ 面 张 量 , 则 不 变量 


= 二 Eo (48) 


等 于 平 行 四 边 形 Et 在 Ney 上 的 正 投影 和 放声 的 量 值 的 乘积 

与 一 般 的 “ 面 ” 张 量 相应 的 不 变量 是 这 些 面 的 量 值 乘 积 的 
和 ， 参阅 §12 中 关于 公式 (46) 左 方 在 一 般 “ 面 ” 张 量 情 形 
下 用 不 变量 理论 来 解释 的 意义 . 


60a) 在 这 方面 ,我 们 要 叙述 Pliicker 的 直线 坐标 。 假 使 X14， 克 及 人 
Ya 是 在 一 条 三 维 直 线 上 两 点 的 齐 次 坐标 (因此 ozay oojoay wa/w4 及 
Y1/Y4s ye/ 外 / 伙 是 它们 的 普通 学 标 ), 则 直线 可 以 由 六 个 量 : piz 一 gx 
一 ZY 来 定 ， 它们 之 比 与 线 上 两 点 的 特殊 选择 无 关 。 这 些 量 满足 (46) 
式 、 这 与 四 维 空 间 中 二 秩 反 称 张 量 在 形式 上 完 爹 类 似 。 

其 次 , 假使 bx 是 一 个 (44a) 类 型 的 特殊 的 “ 面 ” 张 量 ， 则 由 于 dzw 一 
上 oz 有 一 无 限 小 的 位 移 与 每 一 矢量 好 对 应 。 因 为 Go 位 于 “ 面 ” 张 量 
tt 的 平面 内 ,并 与 你 垂直 , 这 里 我 们 所 讨论 的 是 具有 与 比 同样 大 小 
及 指向 的 ,在 RB4 中 的 一 个 无 限 小 的 转动 。 假使 比 是 一 个 普遍 类 型 的 
“ 面 ? 张 量 ， 则 对 应 的 位 移 可 以 由 两 个 互相 垂直 的 转动 相 加 而 得 到 ， 并 可 
以 描述 为 一 个 强 句 ， 议 六 可 夫 斯 基本 人 (参阅 注 54, IID) 就 强调 了 “ 面 ” 张 

与 螺旋 之 间 的 这 种 类 似 性 。 在 三 维 空间 中 相应 的 类 似 性 被 Robert 
Ball 在 A Treatise on the Theory of Screws (Qambridge 1900) 一 文中 
推广 应 用 。 也 可 见 FR. 及 lein 的 论文 : 2. Math. Phys., 47 (1902) 
237 及 Mfath. Ann., 62 (1906) 419. 

还 应 当 指 出 ，Grassmann 早已 认识 到 在 多 维 流 形 中 的 二 秩 反 称 张 
最 的 独立 的 意义 ， 它 正 与 天才 月 区 ， 他 对 这 一 问题 曾 有 所 描述 (参阅 
广 56)， 
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一 个 “ 体 张 量 可 用 三 个 矢量 X, 了 , z 所 张 的 三 维 空间 来 
表示 . 它 的 分 量 用 行列 式 


eo 6 é1 mM 
P= 6” rm Cr 》 Eint— | Ek Tr Cy (49) 
ene : é1 m Li 


表示 .它们 满足 反对 称 条 件 , 其 中 任意 两 指标 互 换 时 , 就 改变 
符号 ， 独立 分 量 的 数目 为 4 ”与 “ 面 * 张 量 相反 , 公式 (49) 所 
代表 的 已 是 最 普遍 的 “ 体 ” 张 量 ， 换 名 话说 , 每 一 个 三 秩 张 量 ， 
只 要 它 的 分 量 满足 上 述 的 对 称 条 件 ， 就 可 以 用 公式 (49) 的 形 
式 来 表示 . 

四 个 矢量 xX, 入 4 ， XS, (4) 可 以 说 是 张 成 个 四 维 体 
元 ,在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 , 它 的 量 值 只 是 等 于 矢量 x 的 4x4 个 
分 量 所 组 成 的 行列 式 的 数值 。 在 斜 坐标 系 中 ， 它 的 数值 可 用 
相应 的 分 量 来 表示 , 应 用 公式 (34) 和 (39), 借助 于 行列 式 相 乘 
法 则 ， 

S—det|w'd*|.dot|e:| =det|z®. | .detle",|， (50) 
式 中 det |@,| 和 和 det |e”, | 分 别 为 矢量 e 和 e，; 在 笛 卡 儿 坐 标 
系 中 的 4x4 个 分 量 所 组 成 的 行列 式 ， 进 一 步 应 用 行列 式 相 
乘法 则 , 将 行列 式 平方 , 即 可 得 出 它们 的 量 值 . 应 用 公式 (37)， 
(41) 和 (26a)， 
(det|e:| )?=det|e;* ex| =det | gi| = 9; 


(det|e”, |)?=det|e’,*e’| =det |g™*| -元 
因此 , 最 后 得 出 不 变 体积 
S=det|z*|. ~ yg 一 qet|lzG bv / (B1) 
因 四 重 积 分 
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Ja dw? dz? drt 


(或 简 记 为 dz) 变换 时 和 行列 式 det|zwx| 一 样 ， 任 意 区 域 的 
体积 ,借助 于 公式 (51), 可 表达 为 
3-|V gd (52) 
车 积分 
[Ba 


为 不 变 式 ， 则 按照 Wyel 的 术语 , 又 称 为 标量 密度 、 这样 
的 标量 密度 是 由 普通 标量 与 v 9 相 乘 而 得 出 的 . 

相应 地 ， 具 有 分 量 w' 的 矢量 密度 可 由 下 述 条 件 确定 ， 即 
积分 (对 无 限 小 区 域 进行 ) 

az 

构成 一 个 矢量 .推广 之 , 可 用 类 似 的 方法 确定 张 量 密度 , 它们 
是 由 普通 张 量 和 ~ 9 相 乘 得 出 的 . 

在 89 中 讨论 张 量 的 分 类 时 ， 没 有 考虑 到 张 量 的 分 量 之 
间 的 对 称 关系 ， 但 是 从 几何 观点 出 发 , 我 们 仍然 看 到 这 一 点 ， 
例如 二 秩 反 称 张 量 完 全 不 同 于 对 称 张 量 ， 在 我 们 讨论 张 量 分 
析 的 时 候 ， 这 种 差别 将 再 一 次 出 现 ( 参 阅 $§19 和 20).。 这 
样 看 来 ， 按 照 Wyel” 的 处 理 方 法 并 引入 (紧密 地 依附 于 
Grassmann 的 “膨胀 理论 ” 的 术语 ) 一 种 新 的 张 量 分 类 与 但 的 
张 量 分 类 并 肩 使 用 是 值得 考虑 的 ， 象 公式 ( 竹 ) 和 (49) 那 样 ， 
我 们 来 组 成 一 个 序列 全 ,5 ，…。 一 秩 , 二 秩 , 三 秩 , …… 

61) H. Weyl, Math. 2,., 2 (1918) 384; Raum-Zeit-Maierie (1920 年 Berlin 


第 三 版 )92 页 以 后 。 [Swace-Time- 放 atter (London 1922)109 页 以 后 ,] 
62) 昌 . Weyi, Rawum-Zeit- 了 aterie (第 一 版 Berlin 1918), 45~51 页 。 
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的 一 “级 张 量 〈 线 张 量 ) 是 由 单个 位 移 的 一 次 形式 , 二 
次 形式 , 三 次 炙 形 式 ， ev。 

0 amd Et, qmt ere, 
组 成 的 同样 的 方法 适用 于 二 “级 ” 张 量 ( 面 " 张 量 ) 

DnE™®, DimE TEm, 
， 为 了 使 它们 能 够 从 这 些 形式 明确 地 决定 出 来 ， 系 数 必 须 满 足 
某 些 归 一 化 条 件 ， 例 如 aw, am 在 任何 两 个 指标 互 换 时 须 保 
持 不 变 ，bu 必须 是 反 称 的 , 而 二 秩 “ 面 ” 张 量 的 分 量 iw 必须 
满足 条 件 

Dim = — Opiim = — btwmi = Olmtk (53a ) 


”和 


Dimimt bamgt Domri—=O0. (53b) 
条 件 (53b) 是 从 关系 (46) 得 来 的 .例如 , 曲率 张 量 (参阅 § 16) 
就 是 这 种 二 秩 “ 面 " 张 量 !+， 因 为 要 满足 关系 (53a) 和 (53b), 在 
n 维 空间 中 , 这 种 张 量 的 独立 分 量 的 数目 就 减少 到 

n(n —1)/12. 

这 种 分 类 势 不 能 包括 在 8 9 中 所 作出 的 张 量 定义 里 面 的 所 有 
几何 实体 .但 仅 有 能 够 按照 上 面 分 类 的 那些 张 量 在 物理 应 用 
中 才 是 重要 的 


12. 对 偶 张 量 


在 四 维 流 形 中 , 每 一 面 元 
Ch — viy™ ra (B54) 
可 以 连带 春 另 一 个 与 之 垂直 的 面 元 , 它 具 有 这 样 的 性 质 , 一 个 
面 元 上 的 所 有 直线 与 另 一 面 元 上 的 所 有 直线 垂直 .车 再 加 上 
它们 的 大 小 相同 , 这 样 的 面 元 就 称 为 与 6* 龙 对 偶 的 ， 首先 ， 


1 见 补 往 5a。 


节 ~ ! 
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它 是 由 
rth orig rym 
决定 的 , 式 中 矢量 wi 9 与 矢量 2 久 垂 下 , 即 
Vwi=0, wyi=0, yw~=0, yy=0. 
作 一 次 简单 的 计算 就 可 以 证 明 , 分 量 6** 是 由 分 量 tx 通过 指 
标的 偶 次 置换 , 再 分 别 加 上 因子 Vy 或 1/w 9 直接 得 到 的 : 


和 一 E23 6 一 65s1，《 “一 és 
~y9 
(b4a) 


Vg Vg 
2 1 X21 . 1 a12 1 
é IF é -FE é Fs 


将 Er 和 é'r 互 换 可 以 得 出 相应 的 结果 

6"14 = Mg E23, 5 94 一 VV gE, E*34= V9 ED, 

“23 一 V gE, 5 31 一 VV ge™, 上 13 一 NT 

即使 6 不 具有 如 (44) 的 特殊 形式 , 这 些 关系 式 也 可 以 用 来 与 

Em 连 成 一 个 对 侦 张 量 .“ 面 " 张 量 1 与 它 的 对 侦 张 量 6 的 
标 积 , 根据 公式 (48), 可 得 出 具有 特别 简单 结构 的 不 变 式 

J tbet és) (460) 

用 同样 的 方法 可 以 使 对 偶 矢 量 6 与 “ 体 " 张 量 经 连 在 

一 起 ， 所 以 对 偶 矢 量 是 与 体 元 的 所 有 直线 都 垂直 的 直线 , 它 

的 长 度 与 体 元 的 体积 相等 ， 对 于 iflm 的 任意 偶 次 置换 ,我 


们 有 


| (54b) 


gm- 人 em TEM. (55) 
g 


13.， 向 黎 曼 几 何 学 的 过 渡 
现在 我 们 来 讨论 所 有 点 变换 群 的 不 变量 理论 ， 为 此 ， 必 
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须 首 先 考 虑 决定 长 度 的 方法 和 普遍 的 黎 曼 几何 学 的 定理 . 比 
较 上 古老 的 Bolyai 和 Lobachevski 几何 学 已 经 扬弃 了 欧 几 里 
德 的 平行 公理 ， 但 全 部 保留 了 刚性 点 坐标 系 自 由 迁移 的 公理 
(全 等 公理 )， 这 只 有 在 曲率 为 常数 的 空间 的 特殊 情形 才 可 以 
得 到 ， 从 射影 几何 学 出 发 , 我们 仍然 不 能 得 到 更 一 般 的 度 规 ， 
黎 曼 首先 注意 到 这 种 可 能 性 .在 狭义 和 广义 相对 论 中 对 刚 
体 概念 的 修正 , 意味 着 以 前 认为 是 不 言 而 喻 的 全 等 公理 , 现在 
必须 扬弃 , 并 且 在 我 们 对 空间 和 时 间 的 考虑 中 , 必须 以 普 壳 的 
黎 曼 几何 学 作为 基础 . 

我 们 将 假定 流 形 中 的 每 一 点 的 给 定 的 、 有 限 的 邻 域 都 能 
用 坐标 2， zz?,…, 人 以 唯一 且 连 续 的 方式 来 表征 . 现在 我 们 
简单 地 称 这 个 邻 域 为 “空间 .这 个 假定 决 不 会 对 整个 流 形 都 
成 立 ， 流 形 的 维 数 m 是 任意 的 .所 以 度 规 的 基础 是 给 定 曲 线 

owt) (KF=1, 2,.…, nn) 


和 区， 二 中 为 任意 参 读 不 避 守 到 这 个 长度 已 经 用 菜 
些 物理 方法 确定 出 来 ， 我 们 就 可 以 将 数学 研究 的 结果 应 用 到 
实际 存在 的 流 形 中 .在 Rs 中 , 必须 想象 用 一 根 量 线 来 替代 刚 
性 量 杆 . 
现在 我 们 必须 知道 ， 关 于 函数 s(t) 可 以 作出 怎样 合理 的 


假设 ， 因 为 这 些 假设 仅 与 微 商 -名 有 关 , 所 以 ,对 比 于 欧 几 里 


限 几何 学 ， 黎 受 几何 学 胡可 称 为 微分 几何 
.这 里 的 第 一 个 公理 是 : 


63) B. Riemann, ‘Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zugrunde 
liegen”, 受奖 典礼 演讲 (1854) . 作者 死 后 发 表 于 Nachpy Ges. Wiss, 
Gottingen, 13 (1868) 133 (Dedekind 主编 ), 也 刊载 在 黎 曼 的 论文 集中 ， 
254 页 。 最近 以 小 册子 的 形式 单独 出 版 ,由 Weyl 主编 (Berlin 1920)， 
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公理 T， 在 曲线 上 给 定点 的 微 商 - 争 - 仅 依赖 于 这 一 点 的 


+ oe 


4 


的 一 次 齐 次 函数 .两 点 之 间 的 距离 用 它们 的 最 短 连接 线 的 弧 
长 来 表示 。 若 两 线 相 交 于 一 点 8， 从 线 工 上 的 任意 点 卫 到 必 
的 距离 小 于 从 卫 到 线 2 上 另 一 任意 点 @ 的 距离 , 则 第 一 根 线 
就 称 为 与 第 二 根 线 垂 直 . 按照 公理 了 点 卫 在 线 工 上 的 位 
置 是 无 关 重要 的 ， 我 们 仅 须 考 虑 在 点 8 的 微 商 (dz /di)x 和 
(dwr/dt)s， 因 此 , 我 们 也 可 以 这 样 说 , 方向 了 与 方向 2 垂直. 
一 般 说 来 ， 并 不 能 从 这 儿 就 得 出 方向 2 也 垂直 于 方向 .但 
我 们 对 函数 ds/dt 的 性 质 将 用 第 二 个 公理 加 以 限制 : 


as dvr: dvr* 


a gr de? 
或 更 简洁 地 为 
ds?— gw dv dp. (19) 
这 正 是 在 $8 中 写 出 的 方程 ， 公 理工 可 以 视 为 两 个 无 限 
接近 的 点 的 Pythagoras 定理 ， 正 是 这 种 有 效 区 域 的 限制 , 它 
表征 着 从 “有 限 ” 几 何 学 到 微分 几何 学 的 过 渡 . 按照 公理 册 
两 个 方向 的 正 交 性 是 一 个 互 易 关 系 . 这 一 公理 的 推论 是 : 寿 
这 样 的 互 易 关系 成 立 ， 则 线 元 一 定 可 表 为 式 (19) ”由 于 这 
一 原因 , 公理 工 也 可 以 用 另 一 公理 来 代 蔡 : 


64) DD. Hilbert, “Grundlagen der Physik, 2. Mitt.”, Nachr. Ges. W iss. 
Gottingen (1917) 53; W. Blaschke, S$, B. naturf. Ges., Lp2,, Math, 
phys. Kl., 68 (1916) 50. 
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公理 太夫 把 了 三 的 方向 了 秋 站 于 方向 2， 则 方向 和 也 垂 
让 于 方向 也 

取 %=2, 以 公理 II 作 根据 , 我 们 就 回 到 任意 曲面 的 高 斯 
几何 学 . 正如 我 们 能 够 想象 每 一 个 二 维 曲面 是 浸没 在 欧 几 里 
德 三 维 空间 Rs 中 一 样 ， 每 一 个 n% 维 黎 曼 空间 RB 也 可 以 放 在 
欧 几 里 德 空间 已 sosnpys 中 [这 里 n(n 十 1)/2 与 分 量 gw 的 数目 
相对 应 ]， 但 是 所 有 那些 在 相对 论 理论 中 显得 重要 的 几何 定 
理 , 也 可 以 不 用 这 种 方法 导出 。 点 了 的 两 个 方向 dw' 和 56%! 之 
间 的 夹 角 (1, 2) 可 以 用 与 欧 几 里 德 空 间 相 同 的 方法 来 确定 ， 
只 要 把 直线 换 成 无 限 小 的 最 短线 就 行 了 .类 似 于 公式 (32)， 


cog(1, gn de Oo (56) 


2) pr dr ge Bor Ba 

决定 了 n(n 十 1)/2 个 独立 方向 上 的 线 元 ， 可 以 得 出 任 一 
点 三 的 gm[ 即 在 wm 二 1)72 个 方向 上 由 相应 的 量 dxi8oz 的 
n(n 十 1)/2 行 组 成 的 行列 式 不 等 于 零 ]. 

对 于 一 任意 的 点 变换 z 

0 一 21( 人 02 00) (一 2, .…, n) (B57) 

微分 dz 正如 公式 (22) 中 的 坐标 一 样 , 服从 线性 齐 次 变换 定 
律 ， 


dr’ 一 at dw*, (58 ) 
Dao 
Cx ~ opr? (59) 
并 有 相应 的 道 变换 
dv* = a,* dy’, (60) 
_ Dwr 


人间 的 关系 但 是 应 该 注意 : 
不 能 为 坐标 的 任意 函数 , 必须 满足 积分 条 件 、 


1i4， 矢 量 的 平行 位 移 49 


Do _ Oa 

Ov! Or* (62) 
或 它 的 逆 条 件 

Oa* Oar 

Or Do (63) 


这 一 点 是 很 重要 的 . 不 过 在 任意 给 定点 Po, os* 仍然 可 取 任 意 
值 ， 只 要 我 们 所 讨论 的 是 同一 点 的 张 量 之 间 的 关系 , 并 不 是 
张 量 场 的 微分 和 积分 ， 我 们 可 以 应 用 仿 射 群 中 的 所 有 的 张 量 
运算 . 这 也 可 以 用 另 一 方式 表示 .在 张 量 代 数 中 , 给 定点 fo 
的 黎 曼 空间 可 以 用 “ 切 向 ”空间 代替 ， 在 黎 曼 空间 中 , gw 在 
Po 才 有 常数 值 gx(Po), 在 任何 地 方 的 giw 都 让 它 等 于 同一 篆 
数值 gm(Po) 就 得 到 切 向 空间 ， 根 据 定义 ,二 次 型 ds? 是 不 变 
量 , gwx 是 二 秩 张 量 的 协 变 分 量 ， 还 有 , 张 量 代数 的 法 则 在 变 
换 到 逆 变 分 量 9* 以 及 形成 体 元 42 时 也 可 以 应 用 . 


14. 矢量 的 平行 位 移 

矢量 平行 位 移 的 概念 已 越 来 越 显 得 是 黎 曼 空间 张 量 计 算 
的 重要 的 几何 学 基础 Levi-Oivitas2 最 先 联系 到 将 黎 曼 空 间 
R。 放置 在 欧 几 里 德 空 间 好 oranvas 内 (参阅 8183) 的 办 法 使 天 
量 平 行 位 移 的 概念 列 成 公式 , 后 来 Wyel%” 又 作 了 推导 (参阅 
第 V 编 ) “. 

让 我 们 再 来 考虑 曲线 

wr w(t) 

和 从 曲线 上 每 一 点 卫 出 发 的 所 有 的 矢量 的 集合 ， 我 们 必须 


65》 T. Levi-Civita, “Nozione di parallelismo”, 等 , ER,C. Oirce, mat, Paler- 
mo, 42 (1917) 173. 

66) 全. Weyl Raum-2eit-Materie( 第 一 版 ，Berlin 1918) 97 ~101 页 。 

67) H, Weyl, Math. Z., 2 (1918) 384; Raum -Zett-Materie (第 三 版 ， 
Berlin 1920), 100~102 页 ， 
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从 所 有 的 将 矢量 集 Po(t) 映射 到 矢量 集 P(t) 的 映射 
=fi(€?, ) 

中 用 不 变 方式 选取 一 个 特殊 群 ， 并 且 还 要 辨 明 它 是 一 种 平行 
位 移 ( 或 平移 运动 )、 现在 不 能 简单 地 假定 ,在 距离 为 有 限 的 
两 点 的 两 个 平行 矢量 一 定 具有 相同 的 分 量 ， 即 使 在 一 个 坐标 
系 中 可 能 发 生 这 种 情况 , 在 另 一 坐标 系 中 , 一 般 说 来 就 不 是 那 
样 ， 因 此 , 上 面 所 说 的 移动 的 性 质 应 该 用 下 述 方法 描述 : 

(a) 在 每 一 点 卫 存 在 着 这 样 一 个 坐标 系 ， 就 是 对 于 沿 着 
丛书 点 出 发 的 所 有 曲线 的 一 个 无 限 小 移动 , 一 个 矢量 的 分 量 
变化 等 于 零 , 即 在 点 卫 


一 > 一 一 0. 


at 
作 了 以 下 的 规定 以 后 ， 即 矢量 分 量 的 无 限 小 变化 对 从 了 
所 开始 的 所 有 曲线 应 该 同时 变换 ， 我 们 就 能 把 沿 不 同 曲线 的 
平行 位 移 连结 在 一 起 。 容 易 看 出 ， 由 于 假设 (a), 矢量 分 量 的 


变化 八 - 僵 在 一 个 任意 坐标 系 中 可 由 下 式 ! 
dt dp 


表示 ， 式 中 Te 仅 与 坐标 有 关 而 与 坐标 的 导数 无 关 ， 它 们 满 
足 对 称 关系 


T's= IT. : (65) 
反之 , 亦 可 证 明 , 当 公式 (64) 和 (65) 成 立时 , 假设 (a) 也 是 满足 
的 ,的 性 质 , 在 线性 变换 时 ， 和 张 量 的 分 量 一 样 ,但 是 对 
于 一 般 变换 群 而 言 ， 和 张 量 的 分 量 不 一 样 ， 这 从 以 下 事实 就 
可 看 出 ，7%。 在 某 一 坐标 系 中 总 可 使 其 等 于 零 , 但 张 量 的 分 量 
在 一 个 坐标 系 中 等 于 零 时 , 在 所 有 的 坐标 系 中 也 应 等 于 零 , 因 
为 它们 的 变换 是 齐 次 的 ， 这 里 我 们 也 可 以 通过 关系 


14. 矢量 的 平行 位 移 51 
Ts 一 Oil 了 一 (66) 
同样 地 定 出 为 一 组 量 /45r. 
要 使 平行 位 移 的 定义 很 圆满 , 还 须 引入 第 二 个 假设 
(b) 移动 是 一 个 全 等 变换 , 即 它 使 矢量 的 长 度 保持 不 变 ， 


gut'ér ~ ~0, (67) 


用 这 样 的 方法 把 短程 分 量 和 基本 张 量 连 在 一 起 ， 假设 
(b) 的 一 个 简单 结果 是 : 在 平行 位 移 下 ， 角 也 保持 不 变 ， 因 为 
公式 (64) 和 (67) 对 于 任意 的 后 都 应 该 成 立 , 我 们 就 直接 得 到 


gs 一 《rs 十 《ra (68) 
1 Ogir Ogis _ Ogrs _ 。 
2 ( On + Ow Se )=Tin (69) 


因此 , 从 公式 (66) 可 得 出 量 Ti， 公 式 (66) 和 (69) 所 规定 的 
量 第 一 次 在 出 版 物 中 出 现 是 在 Christoffel 的 论文 ”9 中 , 他 用 
符号 [和 { 时 代替 Ts 和 Ts 这 两 个 量 常 被 分 别称 为 
Christoffel 第 一 种 和 第 二 种 符号 ，Wyel” 称 它 们 为 仿 射 联结 
的 分 量 , 因为 按照 (64) 式 , 无 限 小 移动 是 矢量 的 仿 射 映射 ; 我 
们 将 简单 地 把 它们 称 为 该 参考 系 中 的 短程 分 量 ， 短程 分 量 在 
一 点 卫 上 等 于 零 的 坐标 系 就 称 为 这 一 点 的 短程 坐标 系 ， 

同 理 ， 协 变 分量 扎 的 变换 公式 可 以 借助 于 公式 (64) 从 
Er 对 于 任意 的 不 变 条 件 而 得 出 


+ 见 补 注 6. 
68) E. B. Christoffel, J. reine angew. Math., 70 (1869) 46. 也 可 参阅 RR， 
Lipschits, J. reine angew. Math., 70 (1869) 71. 黎 曼 的 有 关 的 推导 见 
于 1861 年 的 一 篇 得 奖 论 文中 (Paris) ,直到 1876 年 才 出 版 , 见于 黎 曼 论 
文集 的 第 一 版 ，370 页 。 
69) HH. Weyl, Raum-Zeit-3Materie (第 三 版 ，EBeriin 1920), 101 页 。 
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dE pn do rr dr’ py 
Tear Tne a (0) 
并 且 从 
: 一 0 (gmeéy) — 一 0 
得 出 恒等式 


Og™ tr TE kr Ti 
Bp 19 Ttg 7, =0. (71) 


微分 (26) 和 (27) 式 得 出 以 下 方程 : 
dgr——grg dgr, dgm= —gugrs dg", (72) 


Og _ _ tr ks gr Ow Og™ 
0 9 9 Bor D2z 0Ir9m Di (72a) 
和 
dg 一 gg dgin = — 99m Ag, (73) 
Og nik Oo _ l Og™ 
Om 99 Bp 99in pe (73a) 


通过 收缩 , 我 们 也 可 以 得 到 


1 一 由 Te- Om! » 
(74) 
由 公式 (69) 并 应 用 公式 (71)， 
1 OV gg Y87 nN. 
7 Tn=0, (75) 
15. 短程 线 
曲线 2* 一 w(t) EER PP 的 方向 可 由 矢量 必 来 表征 ， 


(s 二 弧 长 ). (76) 
人 


~ 
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ad dxr 广 
Ud = gy 二 一 荆 。 (77) 


那么 , 短程 线 是 始终 保持 其 方向 不 变 "0 的 一 条 曲线 ， 也 就 是 


说 ,假如 我 们 在 短程 线 上 任意 一 点 Po 绘 出 适宜 的 方向 天 量 
w， 我 们 就 可 以 通过 公 沿 短程 线 的 平行 位 移 得 到 其 他 辟 的 方 


向 矢量 。 根据 公式 (64) 和 (70)， 这 可 以 解析 地 用 (完全 等 价 一 


的 ) 关 系 式 
Tu = TT, wd = 0 (dT (78) 
qu — — Tt (79) 
来 表示 , 后 一 个 式 子 也 可 以 写成 


这 就 是 短程 线 的 微分 方程 组 ， 因为 天 量 的 长 度 对 于 平行 位 移 
是 不 变 的 , 从 公式 (80) 可 得 


dv! - 
gw- 守 -9 一 常数 (7a) 


因此 , 公式 (80) 仅 对 这 样 的 参量 * 成 立 , 这 参量 除了 一 贡 数 因 
子 外 , 等 于 弧 长 . : 


短程 线 也 可 以 用 变 分 原理 来 表征 .、 因为 它们 也 是 $813 中 


所 提 到 的 “最 短线 , 或 者 , 更 严格 地 说 , 它们 是 弧 长 的 变 分 为 
零 时 所 取 的 “ 极 值 ”"* (后 者 不 一 定 要 求 极 小 ). 设 妇 4 和 B 分 
别 为 固定 的 始点 和 终点 ，s 为 弧 长 , 入 为 任意 参 变 量 . 于 4 , 对 
短程 线 而 言 , 必须 证 明 


70) HH. Weyil Raum- Zeit-Materie 《第 一 版 ， Berlin 1918) 102 页 。 
70a) 参阅 A. Kneser, 数学 百科 全 书 ，II, 8, 597 及 600 页 。 
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ie- yo a dX.=0, (81) 

式 中 gw 为 坐标 wz 的 已 知 函 数 ,而 函数 wr 一 w*( 入 ) 是 变化 的 . 
现在 关系 式 (81) 可 以 象 力 学 中 熟知 的 方式 进行 变换 "”. 
为 此 , 我 们 这 样 来 选择 入 ,使 它 在 端点 与 弧 长 s 重合 ， 并 且 有 
”相同 的 数值 范围 , 这 样 一 来 ， 在 最 后 的 微分 方程 中 , 入 可 以 用 
s 代替 现在 假如 我 们 令 


1 dv: dv” 
L9G A (82) 
B B SL 
网 | | Te 
- 4 和 9% 
并 且 册 于 在 端点 方 根 号 内 的 数值 变 为 二 我 们 可 以 只 写 出 
[aLar=8) LAr—0 (83) 


来 代 杰 公式 (81)， 假 如 我 们 把 工 看 成 拉 格 朗 日 函数 , 就 得 
到 与 力学 中 哈密 顿 原理 完全 类 似 的 结果 ， 现 在 , 如 果 将 
-2 写成 动 那么 ， 由 公式 (83) 所 导出 的 微分 方程 组 
将 为 ?me 

了 200 (84) 


按照 公式 (20) 


70b) 从 雅 科 比 最 小 作用 原理 的 形式 过 湾 到 哈密 顿 原 理 在 力学 中 是 一 个 问题 ， 
参阅 A. Voss, 数学 百科 全 书 , TV, 1，96 页 ， 

70c) 在 通常 的 力学 中 ,格拉 朗 日 方程 是 在 允许 所 有 可 能 的 空间 坐标 的 点 变换 
之 下 求 得 的 , 上面 证 明 ， 即使 时 间 坐 标 也 使 之 作 任意 的 变换 , 这 方程 还 是 
具有 同样 的 形式 , 现在 独立 变量 自然 不 是 了 上 而 是 号 . 参阅 了. Devi-Oivita, 
Enseign. math., 21 (1920) 5. 
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oL _ , dv" 
Oxt Oik as 全 


实际 上 我 们 就 得 到 

全 (人 ( Me) -2 -人 

9m a ) 2 dr ds ads’ 
这 和 公式 (78) 是 一 致 的 (在 流 形 中 , 车 ds? 是 不 定形 式 , 这 里 
的 推导 就 不 适用 于 ds= 0 的 那些 曲线 , 参阅 $22 关于 这 些 “ 零 


线 的 例外 情况 ,) 


16、 空 间 曲 率 


空间 曲率 的 概念 最 初 是 由 黎 曼 "作为 高 斯 曲面 曲率 推广 

到 wm 维 流 形 而 引 入 的 (参阅 $17)， 他 对 这 个 问题 的 分 析 研 
究 ， 直 到 他 的 巴黎 奖金 论文 集 2 出 版 为 止 , 一 直 没 有 被 人 知 
道 ; 这 个 文集 包含 了 他 在 这 一 方面 用 消去 法 和 变 分 法 的 全 部 
研究 工作 .， 但 是 , 在 这 以 前 ，Christoffel'》” 和 Lipschitz“… 通 
过 列 出 一 定 的 二 次 型 

ik daw! dvr (gi 为 2 的 函数 ) 
变换 为 / 
(do 
所 应 满足 的 条 件 ， 已 得 到 相同 的 结果 . 这 表明 它 本 身 就 是 微 
分 二 次 形式 等 价 问 题 的 特殊 情况 ， 这 个 问题 Christoffel 也 曾 
研究 过 , 就 是 , 在 什么 条 件 下 , 两 个 二 次 型 

gwdv'idzr 和 gwav" dv"™ 


71) 参阅 注 63， 

72) 参阅 注 68. 

73) 参阅 广 68， 

74) FR. 工 ipschitz，J. reine angew. Afath,., 70 (1869) 71, 71 (1870) 244 及 
288, 及 72 (1870) 1, 以 及 82 (1877) 316. 上 列 论文 中 的 最 后 一 篇 在 黎 
曼 的 得 奖 论文 发 表 以 后 才 发 表 。 
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可 以 互相 变换 . 这 个 等 价 的 普 过 性 问题 ， 以 前 一 直 没 有 弄 清 

楚 是 一 个 物理 学 上 的 重要 问题 。、Ricci 和 Levi-Oivita79 用 纯 

粹 形式 的 方法 推导 了 曲率 张 量 ， 这 方法 比 Christoffel 的 相当 

元 长 的 计算 方法 要 简便 得 多 , 并 为 爱 因 斯 坦 '” 所 继承 ， 后 来 ， 

” 海 森 堡 … 和 Levi-Civita7s 从 矢量 平行 位 移 的 概念 出 发 得 ' 出 
了 曲率 张 量 的 直观 的 几何 解释 . 

在 8 14 中 , 一 个 矢量 的 平行 位 移 总 是 沿 着 一 个 给 定 的 曲 
线 的 , 从 未 涉及 从 一 点 卫 到 另 一 任意 点 P' 的 平行 位 移 . 实际 
上 , 仅 在 欧 几 里 德 几何 中 , 这 个 位 移 才 与 路 径 的 选择 无 关 ， 然 
而 ,假使 有 一 个 矢量 6' 沿 着 封闭 的 曲线 作 平 行 位 移 ， 我 们 所 
得 到 的 一 个 矢量 是 与 开始 时 的 矢量 不 同 的 。 这 一 事 
实 可 用 来 作为 曲率 张 量 的 定义 ， 令 具有 两 个 参量 的 曲线 族 
0 一 0 9) 为 已 知 , 并 令 任 意 矢 量 如 从 点 Poolu, 2) 开始 ， 
交替 地 沿 着 " 等 于 常数 得 等 于 常数 的 曲线 , 经 

Piolut+ Mu, v), Puy Au, 0 十 40)，Poi(w， 0 十 do) 

再 回 到 Poo(w, 2), 显然 两 矢量 之 差 6* 一 所 = 46? 的 数量 级 为 
442， 因 为 当 4 或 4 有 一 个 为 零 时 ， 它 也 是 零 . 这 里 显得 
重要 的 极限 
-和 
$33 Aude 
借助 于 (64) 式 立刻 可 以 算出 , 结果 为 ; 
(85) 


75) 参阅 注 56. 

76) 参阅 注 56，Ann, Phys., Lpz., 同 前 所 引 . 

77) 参阅 入 58a. 

78) 参阅 注 65, 同 前 .也 可 参阅 Wey] 在 Raum-2Zeit-Materie (第 一 版 及 第 
二 版 ) 中 的 讨论 . 
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式 中 


D7 DZ ua 
Ck Em Ey + xaf Jy— woaf tk (86) 


公式 (85) 的 左边 其 有 矢量 性 质 ， 由 此 可 知 右边 也 是 一 个 和 天 量 
(应 该 注意 的 是 4 是 同一 点 的 两 个 矢量 的 差 ). 因此 , 量 Rsyx 
是 一 个 张 量 的 分 量 。 这 个 张 量 就 是 “混合 曲率 张 量 , 或 者 用 
发 现 者 的 人 名 字 来 叫 , 称 为 Riemann-Christoffel 张 量 ， 假 如 
我 们 用 微分 来 代替 微分 系数 的 话 ， 公 式 (85D) 的 意义 就 更 明日 
一 些 . 记 -2&-du 为 dob -名 -dw 为 ao 并 引入 “ 面 " 张 量 t 
do — dy! 2*— dr Ow : 


( 因 rw 对 了 及 大 而 言 是 反对 称 的 ), 公式 (85) 可 以 写成 rm 
AE' — Bret don, (87) 


导出 公式 (86) 的 同一 步骤 可 以 用 来 求 出 对 于 沿 着 上 述 封闭 回 
路 的 平行 位 移 的 协 变 分 量 的 变化 ， 借助 于 公式 (70), 得 


LE = Bainé' day, (88) 
式 中 
enisr 一 2 一 二 gs (Toa,nl et 一 人 el ae， yy) 
一 >( O gn 于 gu _ O gx __O0y ) 
D\OviOv: Do Ovi6g! Ow'0%" 
+g°sCTo, wTp,iw— Ta, nrl 0,1). (89) 
并 且 , 不 难 证 明 


4 一 GhadéE™, (90) 


f 见 补 注 54， z 
784) 对 于 一 个 二 维 流 形 , 这 方法 导致 高 斯 曲率 与 在 一 短程 三 角形 三 角 之 和 过 
度 \ 缺 陷 ) 之 间 的 关系 。 这 个 关系 已 被 高 斯 所 证 明 . 
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因此 ，Rwr 是 与 Bix 相 联 的 协 变 分 量 ， 
了 ~ grale™ ijk . (91) 
由 公式 (89) 可 知 Biw 满足 对 称 条 件 
Bn 一 一 -ty 一 一 az 一 Rpns, 
Rrirt Rrm tt Rarti = 0. | (90) 
按照 $11，[ 协 变 ] 曲率 张 量 就 可 以 看 做 二 秩 “ 面 ” 张 量 +。 如 
海 森 堡 “ 所 曾 证 明 的 ， 关 系 (92) 也 可 以 从 曲率 张 量 的 定义 
(87) 式 直接 求 得 。 因为 黎 曼 用 (Nij1) 代替 Rjs, 这 些 量 有 时 
也 称 为 四 指标 符号 ， 在 欧 几 里 德 空间 中 , 它们 都 是 零 , 因为 它 
， 们 在 那些 gw 等 于 常数 的 坐标 系 中 一 定 为 零 , 那么 , 根据 它们 
的 张 量 性 质 , 在 所 有 的 坐标 系 中 必须 是 零 ， 所 以 Biys 等 于 堆 
就 是 gir dp! dv™ 可 变换 到 之 (qz 的 必要 条 件 . 
由 二 秩 面 张 量 Bsx 经 过 收缩 可 以 得 到 二 秩 “ 线 ” 张 量 
Lp 
Ri = Rtar = gs Rasen 一 gS Riana, (93) 
它 的 对 称 性 质 可 从 下 式 看 出 ; 
902 Raren 一 95 Roaras 一 ge Rapas, 
借助 于 公式 (86), 它 的 分 量 可 写 出 如 下 : 


Rw,= DA ia _ of Sip a MN wo 一 TDS , ( 94) 


Oz O° 
进一步 收缩 就 导致 曲率 不 变量 ?2 
一 (95) 


应 该 注意 的 是 Herglotz*” 和 Wyel 在 他 最 近 的 论文 5 里 用 


1 见 补 注 5a. 
79) 参阅 注 58a, 
79a) ”这 首先 由 Lipschitz 所 提出 ,参阅 注 74. 
80) G. Herglotz, “Zur Binsteinschen Gravitationstheorie’, S. B. naturf. 
Ges., Lps., math. phys. Kl., 68 (1916) 199. 
81) ”参阅 注 67. 
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跟 这 里 和 其 他 作者 相反 的 符号 来 规定 曲率 张 量 ， 


17. 黎明 坐标 及 其 应 用 


有 许多 地 方 , 用 歼 曼 所 用 的 坐标 系 比较 方便 ， 设 有 一 已 _ 
知 的 任意 坐标 系 ob 并 令 所 有 短程 线 是 从 一 任意 点 Po 开始 画 


出 的 , 它们 的 方向 用 在 Po 的 具有 分 量 (-a_) 的 切 向 矢量 来 


表征 ， 在 Po 的 某 一 邻 域 中 , 经 过 给 定点 卫 以 及 Po 仅 存在 一 
根 短程 线 ， 若 短程 线 的 弧 长 PP 为 % 则 点 卫 可 用 以 下 的 量 
确切 地 定 出 : 


J 90) 


yr" 称 为 黎 曼 坐标 。 显然 , 坐标 系 9 与 坐标 系 $ 在 Po 点 相 切 ， 
因此 , 在 这 一 点 , 张 量 gx( 并 且 , 由 于 这 个 原因 , 任意 张 量 的 分 
量 ) 在 两 个 坐标 系 中 是 相等 的 ， 我 们 用 一 个 零 上 标 来 区 别 它 
们 , 例如 Yu。 坐标 系 & 中 的 任 一 变换 在 坐标 系 9 中 有 一 仿 射 
变换 与 之 对 应 。 现 在 我 们 撤 开 坐标 系 % 来 研究 黎 曼 坐 标 系 中 
线 元 所 取 的 形式 .首先 ,在 Po 点 , 了 "ws 必须 为 零 , 按照 公式 
(80), 所 有 从 Po 开始 的 短程 线 具 有 线性 方程 
"=0. . (97) 
换 句 话说 , 黎 曼 坐标 系 在 Po 点 是 短程 的 。 在 任意 点 了， 除了 
那 一 条 经 过 Po 的 短程 线 以 外 , 没有 从 卫 点 开始 的 其 他 短程 
线 有 线性 方程 . 这 可 表示 为 
Tr YY =0, (98) 
式 中 T's(9) 是 点 的 坐标 为 9 时 短程 分 量 的 数值 . 这 个 方 
程 必 须 对 所 有 的 9 都 成 立 ， 反之 ， 若 关系 (97) 和 (98) 对 于 
一 给 定 坐 标 系 成 立 , 则 这 个 坐标 系 是 黎 曼 坐标 系 . 可 以 证 
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明 sto5， 作 为 这 些 关 系 的 结果 , 线 元 ds? 必须 有 以 下 形式 : 
08 =— gi dy dy" 
+ Dpr(y) (ydy —y dy ) (dy yr dy). (99) 


求 和 对 每 一 对 指标 (M) 和 (六 ) 的 所 有 可 能 的 全- 个 组 


合 进行 。 反 之, 方程 (97) 和 (98) 可 以 从 方程 (99) 得 出 , 所以， 
线 元 的 这 种 形式 是 y 坐标 系 为 黎 曼 坐标 系 的 充分 和 必要 条 
件 ，prirly) 是 坐标 y 的 正则 函数 ， 在 y 作 线性 变换 时 , 它 
具有 二 秩 “ 面 ” 张 量 的 性 质 i; 它们 总 是 可 以 用 这 样 的 方法 确 
定 s， 即 它们 满足 对 称 条 件 (53) (参阅 8 11). 在 原点 [ 极 ] 
的 曲率 张 量 与 那里 的 prws 的 数值 有 一 很 简单 的 关系 连 在 一 
起 ， 

Bun 一 3Dhiy. (100) 
因此 , 这 个 表示 法 中 的 Bs 可 以 直接 量度 这 种 几何 学 与 欧 几 
里 德 几何 学 之 间 的 偏离 ， 而且 , 黎 曼 认为 在 一 个 二 维 流 形 的 
情况 (其 中 线 元 由 下 式 给 出 : 

ds = ydu 二 2y12 du dv yd), 


曲率 张 量 的 唯一 独立 分 量 R1212, 可 按照 以 下 公式 来 确定 曲面 
的 高 斯 曲率 K、 
_ -1919 
人 Y11722— Y12” (0) 
这 可 以 将 公式 (89) 直 接 与 高 斯 公式 比较 来 证 明 . 例如 , 若 几 
v 为 曲面 的 黎 曙 坐标, 则 线 元 的 形式 为 


81a) ”参阅 Weber 在 黎 曼 论文 集中 的 注释 (第 二 版 )，405 页 , 及 FE. Behur, 
Math. Ann., 27 (1886) 537. 
1 坟 补 广 5a. 
81b) HH. Vermeil, Math, Ann., 79 (1918) 289. 


17. 黎 曼 坐标 及 其 应 用 61 
ds? = Y11 du + 2y12 du dv Ya A 
+ (uu, 9) (UAdv— vadu)’. (102) 
那么 ， 由 于 公式 (100) 和 (101)， 在 Po 点 的 高 斯 曲率 也 可 以 
写成 
及 一 一 一 (103) 
YY11Y33 一 7Y12 
关于 的 符号 的 选择 是 有 历史 原因 的 , 因为 它 与 包围 它 的 三 
维 欧 几 里 德 空 间 Rs 有 关 而 与 曲面 本 身 的 度 规 性 质 无 关 ， 从 
线 元 的 形式 (99) 看 来 ， 似 乎 选择 相反 的 符号 更 自然 一 些 ， 这 
样 , 以 球 为 例 , 曲率 将 是 负 的 . 
借助 于 黎 曼 坐标 , 空间 B, 的 曲率 概念 可 以 与 曲面 的 曲率 
概念 联系 起 来 . 事实 上 , 黎 曼 最 初 所 想到 的 就 是 这 种 方法 . 令 
两 个 方向 分 别 由 矢量 和 ”所 表征 .这 两 个 矢量 的 长 度 是 
无 关 紧 要 的 。 因 而 , 这 两 个 矢量 可 以 确定 线束 
Eu 十 fo 
-和 面 方 问 / 
EE — 6. | 
沿 着 线束 中 的 每 一 方向 ,我们 从 Po 开始 给 出 短程 线 ， 这 些 短 
程 线 的 集 形成 了 一 个 曲面 , 它 的 曲率 就 是 我 们 要 决定 的 曲率 . 
曲面 上 的 线 元 可 以 将 
of 一 Eu 十 oo 
代入 公式 (99) 求 出 ， 它 将 具有 公式 (102) 的 形式 , 其 中 ?yz 和 
wr 取 以 下 数值 . 
和 一 一 一 和 
23 一 0 wr 一 nim, 一 Pn é ME fh 


公式 (100) 和 (108) 直接 得 出 曲率 的 表达 式 ( 略 去 上 标 0) 
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ENEik 和 
Ro 
> 1 _ RFI 
éné™ 99m Grngy) EE 


(104) 
这 个 结果 已 经 不 再 与 黎 曼 坐 标 系 有 任何 关系 .，E* 的 量 值 显 
然 可 以 约 去 ， 因 而 我 们 得 出 的 是 与 每 一 面 方 向 有 关 的 不 变 高 
斯 曲率 .这 个 曲率 依照 黎 曼 的 说 法 称 为 在 给 定 的 面 方向 (在 
给 它 以 相反 符号 以 后 ) 的 空间 马 , 的 “截面 ”曲率 . 这 里 量 Bhww 
是 二 秩 “ 面 ” 张 量 的 分 量 也 变 得 显而易见 了 +. 
关于 黎 曼 所 导出 的 公式 (104), Herglotzs» 证 明了 收缩 的 
曲率 张 量 和 曲率 不 变量 也 可 以 用 几何 方法 来 解释 ， 他 的 结论 


如 下 : 给 定 了 个 正 交 方向 ， 可 定 出 (2) 个 面 方向 假定 


K(7r, s) 是 第 7 个 和 第 s 个 矢量 所 张 的 曲面 的 “截面 ”曲率 ， 
则 曲率 不 变量 等 于 累 和 的 两 信 ， 
R=-2BE(r) (105) 


[对 所 有 的 指标 组 合 (>s) 求 和 ]. 这 个 曲率 和 个 方向 1, 2， 
…, 处 的 选择 无 关 ， 可 以 描述 为 在 特定 的 一 点 上 的 平均 曲率 
R,. 现在 ， 符 再 有 一 个 由 矢量 4 决定 的 男 一 方向 0, 则 


BECor) sin?(o, 7) -了 (106) 


决定 收缩 的 曲率 张 量 ( 这 个 累 和 计算 出 来 也 与 % 个 方向 选择 
无 关 ) .这 就 是 Ru 的 张 量 性 质 和 BR 的 不 变性 的 几何 证 明 , 而 
这 两 个 性 质 以 前 都 是 用 代数 方法 确定 的 。 例如， 若 令 正 交 方 
回 中 的 一 个 , 壁 如 7, 与 方向 o 重合 , 则 

1 见 补 注 5a. 


82) 参阅 注 80。 在 Herglotz 之 前 , 吾 . A. Lorentz 早已 作 了 曲率 不 变量 的 
解释 ，Versl. gewone Vergad. Akad, Amst., 24 (1916) 1389. 
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人 ES EK(). (107) 


最 后 ， 认 从 式 (105) 和 (07) 可 以 得 Ri 的 平均 曲率 的 表达 
二 RR,_1 与 方向 1 垂直 并 由 矢量 6 表征 ， 


_ Rué'ié* __ Gue'e” 
> K(rs) = 二 一 (108) 


rl Ad 


式 中 
Gr = Ri — 豆 giwR. (109) 


在 广义 相对 论 中 ， 这 个 张 量 是 很 重要 的 ， 并 称 为 爱 因 斯 坦 张 
量 . 

此 外 ,我 们 提 一 下 Vermeils3 的 一 个 简单 定理 , 它 是 以 线 
元 的 表达 式 (99) 为 依据 的 。 在 欧 几 里 德 空间 BB 中 , 半径 为 了 
的 [超越 ] 球 的 体积 有 简单 值 

太一 Co7 

式 中 Cu 为 一 数值 因子 , 它 的 大 小 在 这 里 是 无 关 重 要 的 ， 在 任 
意 的 黎 曼 流 形 中 , 是 的 复杂 函数 . 我 们 假定 这 个 函数 可 
以 展 成 了 的 寡 级 数 并 仅 保 留 Cor” 的 后 面 的 项 ， 那么 


RE _r / 
了 一 Co 11+ 知 6 i -一 一 十 … (110) 


式 中 玉 为 球 心 的 曲率 不 变量 。 微分 上 式 ,， 我 们 就 得 到 球 的 表 . 
面 S, 的 表达 式 : z 
S', = nO,r"-1 1 + 省 全 十 ， 小 (111) z 
这 个 关系 式 可 以 用 来 作为 曲率 不 变量 的 一 个 新 的 几何 定义 ， 

83) H. Vermeil, “Notiz iber das mittlere Kriimmungsmass einer n-fach 


ausgedehnten Riemannschen Mannigfaltigkeit”, Nachr. Ges. Wiss. 
Gottongen (1917) 334. 
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R=lim ( Le 1) 8+ 


Y 3 
r+ nT 


. S, _41Y 6% 
-lim ( nO r+ 1) rT (112) 


黎 曼 坐标 的 引入 ， 使 一 般 坐 标 变换 中 的 不 变量 问题 简化 
为 线性 变换 中 的 不 变量 问题 3。 因而 可 以 证 明 ， 除 了 一 个 并 
不 重要 的 常数 因子 以 外 , B 为 唯一 的 不 变量 。 这 个 不 变量 仅 
含有 gw 以 及 gn 的 一 阶 和 二 阶 导数 ， 并 仅 为 后 者 的 线性 函 
数 “. 还 有 ， 对 于 gw 有 这 种 性 质 的 所 有 的 二 秩 “ 线 ” 张 量具 
有 以 下 形式 : 


cilewt cs Rg Cagir (118) 
(cl C2, Cs 是 常数 )849). 
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显而易见 , 在 欧 氏 空间 中 曲率 张 量 Bwyr 为 零 (参阅 $16). 
但 黎 曼 在 他 的 “受奖 典礼 演讲 "中 曾经 指出 ， 这 个 定理 的 逆 定 
理 也 是 正确 的 : 若 曲率 张 量 为 零 , 则 空间 为 欧 氏 空间 , 也 就 是 
总 可 以 找到 一 个 gw 是 常数 的 坐标 系 ，Lipsehitzs5 最 先 指出 
这 一 点 ,虽然 他 的 证 明 很 元 长 ，Wey]1s% 曾经 指出 一 种 比较 清 
了 晰 和 易于 理解 的 论证 方法 。 在 一 般 情况 下 , 一 个 矢量 平行 位 
移 的 结果 主要 是 和 它 移动 时 经 过 的 路 径 有 关 ， 当 矢量 的 分 量 
不 是 s 的 函数 时 就 不 是 这 样 ， 但 是 可 以 用 下 述 方法 作为 坐标 
84) 参阅 在 EE. Noether, “ITnvarianten beliebiger Di 在 erentialausdqrtieKe7 
文中 的 一 般 评 论 : Nachr. Ges. Wiss. Gottingen (1918) 37， 也 可 参阅 
有 二. Vermeil (参阅 注 81b) . 
84a) ” 且 , Vermeil (参阅 注 83) 及 了 H. Weyl]，Rawm-Zeit- 了 Materie (第 四 版 ) 附 
录 . 
85) ”参阅 注 74. 
86) ”二 , Weyl, Raum-Zett-Materie (第 一 版 ，Berlin 1918) 111 页 ， 
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的 函数 加 以 确定 ， 即 在 曲线 上 任 一 点 和 对 于 所 有 方向 ， 方 程 
(64) 都 得 到 满足 ， 这 就 是 说 , 6 必须 满足 微分 方程 组 

2 Ts", (114) 
由 此 可 知 , 可 积 条 件 相 当 于 条 件 Briw 一 0。 换 句 话说 , 若 曲率 
张 量 为 零 ， 则 方程 组 (114) 一 定 是 可 解 的 , 方向 转换 与 路 径 的 
选择 无 关 , 即 它 是 可 积 的 ， 现在 所 需要 的 是 引入 一 个 具有 以 
下 性 质 的 基 矢 量 为 @; 的 新 坐标 系 K' 来 代替 基 矢 量 为 ex 的 
给 定 坐 标 系 ， 在 一 任意 点 Pi 的 @; 与 另 一 任意 点 Pa 的 ei 平 
行 . 由 于 公式 (114), 它们 在 坐标 系 玉 中 的 分 量 ui" (参阅 $10) 
要 满足 方程 组 


Qa” LT or 
A Tsar. (115) 


由 公式 (115) 可 知 ,可 积 条 件 (63) 自然 得 到 满足 ,因此 选择 这 
样 一 种 坐标 是 可 能 的 ， 事 实 上 

Dai Dai — 

Bo Ov 
对 于 和 1 是 对 称 的 。 现 在 在 每 一 点 有 % 个 矢量 (n 个 基 矢 
量 gg)， 它 们 在 KK' 中 的 分 量 对 于 所 有 的 无 穷 小 移动 保持 不 
变 ， 因 为 一 个 矢量 x 可 以 用 el 的 线性 组 合 表示 , 又 因为 根据 
$ 14 无 穷 小 移动 是 仿 射 变换 , 移动 将 不 改变 在 KK' 中 的 分 
量 . 仅 当 KK' 中 每 一 点 的 短程 分 量 为 零 时 , 即 当 gh 是 常数 时 ， 
才 有 这 种 可 能 ， 这 一 点 不 难 从 .28 的 直接 计算 来 证 明 .证 
明 于 是 完毕 ， 

称 曼 流 形 的 一 种 更 广泛 的 类 型 是 它们 的 曲率 与 曲面 方向 

和 位 置 都 没有 关系 ， 从 公式 (104) 可 知 , 它们 是 由 关系 

Riwys to (gngin™— Gr) =0 (116) 


[ s—— Ta,” a 


66 第 工 编 数学 工具 


来 表征 的 ， 式 中 a 是 一 个 ( 正 的 或 负 的 ) 常 数 ， 收 缩 以 后 就 
得 到 

Rxt+ (%—1)agw=—0 (117) 
和 和 . 

R=—n(n—1)a. (118) 
为 了 以 后 的 应 用 , 我 们 也 把 [ 爱 因 斯 坦 ] 张 量 Gi 的 表达 式 写 
出 来 , 它 是 由 公式 (109) 确 定 的 ， 


Giw = (01 m2) Ot, (119) 


当 a 二 0, 就 成 为 零 曲 率 的 情况 ， / 
恒定 曲率 空间 的 一 个 例子 是 n 维 的 球 ， 它 可 以 设想 为 是 
浸没 在 一 个 欧 氏 BR; 空间 中 的 。 假如 我 们 仅 涉及 球 的 内 在 
度 规 关系 , 这 里 最 好 只 谈 到 一 个 球形 空间 RB,，。 那么 ,我 们 有 
ds 一 之 (doc 人) 十 (dw"+1)2 (120) 
之 (2 十 (2 一 02 (121 ) 


式 中 景 和 指标 是 从 1 到 ”%， 首 先 , 我 们 引入 x!(j 二 1,…, n) 作 
为 球 上 的 坐标 ， 它 们 对 应 于 赤道 平面 zfa= 0 上 的 平行 射影. 
那么 , 利用 公式 (121) 从 公式 (120) 中 消去 ont3 


d= Bd GE re). (122) 


沫 道 2" =0 是 坐标 系 的 一 根 奇 异 线 ， 并 且 对 于 每 一 组 坐标 值 

在 球形 空间 B, 中 有 对 应 的 两 点 . 也 可 以 将 球 上 的 点 从 球 心 

投影 到 平面 巡 扩 = 一 wg 上 , 这 相当 于 坐标 变换 
04 一 2 [7 — Sw")9 ; 

(123) 


人 


wv 
ft oe 
” 9 ACE2 十 人 
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在 最 后 结果 中 全 去 哲 线 元 就 具有 如 下 形式 : 


ds? = Tr i + Bade)’— (wiaz')*]. (124) 
这 个 坐标 系 仅 包 含 了 一 个 半球 , 赤道 移 向 无 穷 远 (7=o0)， 
用 同样 的 方法 , 从 球 极 平面 射影 可 得 


tT ri T0701 
STF? 7 20 二 (72[ 402) (125) 
op 
da- 全 12 
CE (126) 


这 里 在 最 后 的 式 子 中 , 搬 号 也 被 使 去 了 。 这 个 坐标 系 仅 在 极 
点 if 一 4 是 奇异 的 ,那里 了 = 一 cc. 
线 元 的 第 四 种 形式 可 以 利用 黎 曼 坐标 的 方法 得 出 .将 


vy [p=D)"; 


(127) 
i vti—g cos 卫 
代入 (122), 结果 得 
2 C2 ‘mn 2 J iN2 
ds 7 Sin Gd) | 
+ 六 Ce sin? £)(y doy) (128) 


由 于 : 
CY dy*—y dy ) ?=p 2(dy) — Cy dy)” (129) 
A 每 一 组 合 ( 纱 ) 仅 计算 一 次 ]， 上 式 也 可 以 号 成 
— 2dy)" 


-二 si ) Dd yy) (1283) 
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因而 yi 实际 上 就 是 黎 曼 坐标 。 这 些 表 达 式 也 可 以 用 极 坐 标 
的 方法 导出 ， 极点 z"+i 一 a 对 应 于 坐标 系 的 原点 ， 对 于 
p= am, 坐标 系 是 奇异 的 , 因为 同一 点 , 即 极点 or4+= 一 a, 对 应 
于 所 有 满足 条 件 p= az 的 的 数值 . 假如 我 们 限制 p 必须 
满足 条 件 p<ax, 球 上 的 所 有 各 点 都 可 以 得 到 

由 于 公式 (99) 和 (100), 从 (128a) 可 以 得 到 在 点 多 一 0, 空 
间 曲 率 与 曲面 方向 无 关 , 所 以 (116) 式 那样 的 关系 在 这 一 点 是 
成 立 的 。 由 于 


1 02 .20 _ 1 
方 (1 2 1 £) p=0 3c2 
又 由 于 公式 (100), 系数 a 具有 数值 
=- 二. (130) 


C 

用 了 上 述 a 的 同一 数值 , 关系 (116) 在 球形 空间 中 的 所 有 的 点 
都 是 成 立 的 . 这 是 由 于 存在 着 一 个 变换 群 Gnw+y)/2， 它 可 以 
将 给 定点 和 一 个 连带 的 m 维 子 空间 变 为 男 一 任意 点 和 男 一 


维 子 空间 ， 主要 的 一 点 是 变换 必须 在 这 样 的 方式 下 和 完成, 即 


所 有 曲线 的 长 度 必须 保持 不 变 。 令 5S 代表 变 换 (127), 它 把 欧 
氏 空 间 Rrz 的 坐标 系 2,，…,w" 变 为 球形 空 | A 的 黎 曼 坐 
标 系 , 并 令 了 了 代表 前 一 坐标 系 的 正 交 变换 的 可 n(n 十 1) 参数 
群 ,那么 
Go+D7/3 一 六 TS 
即 为 所 求 的 变换 群 。 这 表明 ,在 所 有 黎 曼 坐标 系 中 线 元 具有 
同一 形式 , 不 论 坐 标 系 的 原点 在 球形 空间 心 中 的 位 置 如 何 . 
由 此 可 知 ,关系 式 (116) 和 (130) 在 球形 空间 中 是 普遍 成 立 的 . 
当然 , 这 些 可 以 用 直接 计算 来 验证 . 

所 以 , 当 辟 , 具有 以 下 性 质 , 曲率 总 是 一 个 常数 ， 在 书 , 中 
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每 一 点 的 某 一 (有 限 ) 邻 域 ,可 以 这 样 来 决定 一 个 坐标 系 , 使 得 
在 这 一 点 的 线 元 具有 四 种 等 价 形式 (120)，(1t22)，(124) 和 
(128) 当 中 的 一 种 ; a 不 一 定 是 正 数 ， 若 & 是 负数 ， 则 在 有 关 
的 公式 中 , @? 应 换 成 一 3, 而 


C 一 一 


1 


7 (130a) 
反之 ,车 公式 (116) 成 立 , 已 .一定 有 这 个 性 质 . 这 一 点 黎 曼 在 
他 的 受奖 典礼 演讲 中 曾经 指出 ,并 且 由 Lipschitz*” 首先 作 了 
证 明 .Vermeilss) 应 用 黎 曼 坐标 系 中 线 元 的 只 级 数 展开 式 对 普 
遍 定理 作 了 简单 的 证 明 , 即 对 于 给 定 的 曲率 张 量 , 黎 曼 坐标 系 
中 的 线 元 的 形式 也 时 已 明显 地 被 确定 了 .这 一 点 黎 曼 也 曾 提 
示 过 .到 现在 为 止 , 这 一 推论 没有 在 物理 学 中 找到 任何 应 用 . 
但 是 对 于 字 宙 学 上 的 问题 (参阅 第 IV 编 ), 下 述 情况 是 

很 重要 的 .BR 的 大 标 度 的 度 规 关 系 不 是 由 线 元 的 形式 唯一 
地 确定 的 ， 在 这 里 投影 观点 必须 作为 微分 几何 观点 的 补充 . 
前 一 观点 能 够 使 我 们 对 于 恒定 曲率 空间 立刻 确定 整个 空间 的 

关系 ， 这 样 , 有 如 Kleinse) 所 首先 证 明 的 , 对 于 恒定 正 曲 率 的 
空间 , 就 有 了 两 种 方式 可 以 选择 ， 在 公式 (122) 所 代表 的 坐标 
系 中 , 对 应 于 坐标 的 每 一 组 数值 , 可 以 有 两 个 也 可 以 仅 有 一 个 
空间 点 。 按 照 投影 观点 , 第 一 种 情况 空间 是 球形 的 , 第 二 种 情 
况 空间 是 椭 球 形 的 . 两 种 空间 尽管 无 界 , 在 黎 曼 的 意识 中 念 
然 是 有 限 的 . 显然 , 椭 球 空间 的 总 体积 是 具有 相同 曲率 的 球 
形 空间 的 体积 的 一 装 ， 在 两 空间 中 ，( 封 闭 ) 短 程 线 的 总 长 度 


87) 参阅 注 74. 

88) 参阅 注 81b. 

89) FF. Klein, Math. Ann., 4 (1871) 573, 6 (1872) 112, 要 详尽 些 可 参阅 
Math, Ann.，37 (1890) 544， 那 里 解 题 十 分 全 面 。 也 可 见 Programm 
eum Pintritt in adie philosophische Fapuliat in Erlangen (‘Erlanger 
Programm2”) (1872), 重印 于 Math. Ann., 43 (1893) 63， 
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具有 相同 的 比值 也 是 正确 的 ， 对 于 恒定 负 曲 率 空间 ， 可 选择 
的 方式 要 多 得 多 . 特别 值得 注意 的 是 Qlifford 曲面 , 它 指示 
出 零 曲 率 的 有 限 流 形 的 可 能 性 . 常 曲率 流 形 中 的 大 标 度 度 规 
关系 的 全 部 问题 ，Killing 称 为 “Olifford-Klein 空间 形式 问 
题 . 


19. 四 维 黎 曼 流 形 中 的 高 斯 和 斯 托 克 斯 积分 定理 


引起 广义 变换 群 的 张 量 分 析 的 复杂 性 的 原因 是 由 于 和 名 个 
点 的 两 个 张 量 的 分 量 现在 不 能 再 简单 地 相 加 了 ， 这 是 和 仿 射 
群 张 量 分 析 不 同 的 地 方 . 为 了 用 微分 张 量 的 方法 导出 新 张 
量 , 我 们 必须 依靠 $ 14 中 所 阅 明 的 平行 位 移 概 念 。 平行 位 移 
的 法 则 最 初 是 由 Christoffelso 用 纯粹 形式 的 方法 导出 的 ， 后 
来 由 Bicei 和 Levi-Civitase 加 以 系统 化 ， 形式 的 简化 和 册 
何 解释 在 Weyl2、 海 森 堡 " 和 Lang”” 的 论文 中 有 所 论述 . 

对 于 某 些 运算 ,短程 分 量 在 最 后 结果 中 不 出 现 . 现在 来 
考虑 这 样 的 运算 ， 并 且 用 一 秩 张 量 来 运算 (参阅 8411) 所 以 
在 它们 的 推导 中 不 用 平行 位 移 的 概念 似乎 是 很 自然 的 . 首先 ， 
矢量 grad 几 可 以 从 标量 几 用 微分 方法 导出 . 这 可 以 从 不 变量 


0 一 一 一 6 dw 
立刻 得 出 . 忆 
prad,b=-202 (131 ) 


要 求 出 进一步 的 关系 ， 我 们 必须 把 高 斯 和 斯 托 克 斯 的 积分 定 
理应 用 于 这 里 的 情况 , 但 仅 限于 四 维 流 形 、 对 于 任意 维 流 形 


90) ”参阅 注 68. 
91)” HH. Weyl， Raum-Zeit-1faterie (第 一 版 ，1918) 103~107 页 ， 
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的 高 斯 和 斯 托 克 斯 定理 的 最 一 般 形式 的 相应 推广 ， 可 以 在 邦 
卡 勒 ?9 和 Goursat” 的 论文 中 找到 ， 对 于 狭义 相对 论 的 情况 
( 欧 氏 儿 何 和 正 交 坐 标 ) 而 言 , 这 些 公式 也 已 经 由 索 来 非 s 导 


令 
大 Fs, 4 (132) 
分 别 表 示 “ 线 ”“ 面 " 和 “ 体 张 量 的 分 量 , 并 令 
ds', do™, dSim, dB (183) 
分 别 表示 线 元 , 面 元 , 体 元 和 世界 元 的 分 量 , 具有 绝对 值 
ds, dao, dS, |a2|. (133a) 


分 量 (133) 可 通过 以 下 方法 用 坐标 表示 .ds' 等 于 坐标 的 
微分 
ds 一 doti (184a) 
还 有 , 若 dz!，6w! 和 qzi，8xzi， 5 分 别 表 示 面 元 和 体 元 上 的 两 
个 和 三 个 独立 方向 的 线 元 , 那么 


dv! 6%: 
do™= | J Sk | (134b) 
do Sw: dot 
dS dw wr bor|, (134c) 
dv! Oz! dw 
分 别 将 上 述 表 达 式 代入 形式 为 


[8aom 或 |$(w)as™ 


92) H. Poincaré, Acta math., Stocknh., 9 (1887) 321. 

93) FE. Goursat, 7. Math, pures appl., (6) 4 (1908) 331. 

55b) A. Sommerfeld (参阅 注 55) ， 他 关于 “ 面 ” 张 量 的 散 度 的 推导 和 我 们 的 
推导 不 同 ， 
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的 面积 分 和 空间 积分 中 , 这 入 lein?4 引 用 的 称 为 Grassmann 
记 法 的 写 重 积分 的 方法 相当 . 这 是 一 种 自然 记 法 , 因为 它 使 
我 们 能 立刻 看 出 坐标 变换 时 重 积分 的 行为 ， 所 以 Klein 认为 
比 普通 记 法 好 , 并 加 以 推荐 . 普通 记 法 有 一 个 好 处 , 就 是 比较 
简单 ,但 另 一 方面 ,也 有 不 好 的 地 方 , 就 是 在 坐标 变换 时 , 被 积 
函数 的 性 质 不 能 直接 看 出 ， 假 定 面 ( 体 ) 元 的 分 量 的 独立 方向 
d, 8(d，3$,， ?5) 与 对 应 的 坐标 平行 ， 就 成 为 普通 记 法 。 在 这 种 
情况 下 ， 
do ~—dvidv, dS dwidomrdw, 
或 者 , 更 简单 一 些 ， 
cof 一 datados dS'™— dy! dvr day. (135) 
但 是 应 该 该 注意 ， 在 坐标 变换 时 ， 这 些 玫 达 式 的 性 质 是 分 别 和 
“ 面 ” 张 量 和 “ 体 ? 张 量 的 分 量 一 样 的 . 
从 张 量 (132) 和 (133) 我 们 可 以 组 成 两 类 不 变 式 : 

(a) 了 下 A 在 ds, do, dS 上 的 正 射 影 乘 以 张 量 qa，dc， 
dS 的 数值 


fds= fader, (136a) 
Fdo= Fdor, (186b) 
AsdS = AmadS (136¢) 


(b) 矢量 在 与 48 垂直 的 方向 上 的 正 射影 ， 耻 在 与 do 


垂直 的 方向 上 的 正 射影 ， 以 及 全 在 与 ds 垂直 的 方向 上 的 正 


射影 , 每 一 种 情况 都 乘 以 第 二 个 张 量 的 数值 , 这 些 表达 式 的 数 
值 可 借助 于 与 ds, dao, dS 对 偶 的 张 量 求 得 [参阅 812(54 bp) 
和 (55)]， 

94) FF. Klein, ‘Uber die Integralform der Erhaltungssiitze und die Theo- 


rie der riiumlich geschlogsenen Welt”, Nachr. Ges. Wiss, Gotlingen 
(1918) 894. 


19. 四 维 黎 曼 流 形 中 的 高 斯 和 斯 托 克 斯 积分 定理 73 
fudS=fidS’, = > Vg fidSrin= > idSxnm， (137a) 
Fydo = Fdo*i= > 9 Frdoimo— ac (137b) 
A,ds= A™ ds = Sgr /gq AiNds"= a ds™. (187¢) 
累 和 如 对 所 有 的 偶 置换 进 行 , 和 SY*， 并 为 与 1 下， 


A 相应 的 张 量 密度 (8 11). 

现在 可 以 把 推广 的 高 斯 和 斯 托 克 斯 定理 列 成 公式 了 将 
(136a) 沿 封闭 曲线 积分 , (136b) 和 (137b) 党 封闭 曲面 积分 , 将 
(187a) 沿 封闭 空间 区 域 积分 [我 们 略 去 了 (186c) 和 (137c) 的 
类 似 定理 , 因为 目前 在 物理 学 上 还 没有 什么 用 处 1. 这 些 积分 
可 以 分 别 变换 为 它们 所 包围 的 面 、 空 间 和 世界 区 域 的 积分 


|Ae= {Gunsf do — (Gurlafao™, (188n) 
亿 do- (Cur, F.dS = [CurliwF dS™, (138b) 
|f dS = |Div f.d% 一 sa 矿 。cdV， (139a ,) 


(x do = |piv FE.dS= | BDiv' EdSum, (139b) 
th 


式 中 
Gurlaf = fy — 让 ， (140a) 
CurlmF = a -十 -2 十 2 (140b) 
和 三 
jf 1 evgfY 
div f= (Div f 一 < 一 下 )， (141a) 
1 2 0 Fi 
ip 1 全 
iD 了 上 一 元 (Di Fo= J ). (141b) 
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这 里 重要 的 一 点 是 初始 积分 的 不 变性 也 隐 舍 着 最 后 积分 
的 不 变性 . 但 是 这 种 情况 仅 当 被 积 函数 本 身 在 任何 区 域 都 不 
变 才 有 可 能 , 因为 积分 区 域 总 是 可 以 选 得 任意 小 . 由 此 可 知 ， 
Carlz 和 Curliry F 分 别 是 “ 面 张 量 和 “ 体 “ 张 量 的 协 变 分 量 ， 
又 训 芋 是 标量 密度 , 吧 训 是 矢量 密度 的 逆 变 分 量 . 算 符 Corl 
和 勾 ib 的 这 些 性 质 可 以 概括 为 以 下 法 则 . 

(a) 运算 Curl 使 张 量 的 “ 阶 ” 增 高 (参阅 511), 而 运算 
雹 ip 则 降低 张 量 的 “ 阶 ”. 

(b) 运算 Oorl 就 是 对 张 量 的 协 变 分 量 进 行 微分 , 运算 
iv 就 是 对 张 量 密度 的 道 变 分 量 进行 微分 . 

我 们 还 可 以 加 上 第 三 个 法 则 . 

(ce) 运算 Curl 各 是 互相 对 偶 的 。 这 可 以 从 公式 
(187) 得 出 。 例 如 , 不 难 证 明 | 

Curly FE — Dib" FE* (142) 

和 通常 的 矢量 分 析 一 样 , 运算 Grad, Curl 和 Div 还 可 以 

结合 起 来 , 故 得 

Carl Grad $= Div DivFE=Ourl Qurlf=0,. (148) 
依次 对 一 个 标量 进行 Div 和 Grad 运算 , 我 们 得 到 推广 的 拉 
普 拉 斯 算 符 4. 按照 Cauchy 的 建议 ， 把 它 记 为 口 。 Beltra- 
mi 曾经 在 mw 维 流 形 的 不 变量 理论 中 引用 过 ; 在 狭义 相对 
论 方面 的 最 早 应 用 可 以 在 邦 卡 勒 的 著作 中 找到 ， 应 该 注意 的 
是 当 构 成 Grad 以 后 , 我 们 就 须 考 查 矢 量 密度 的 道 变 分 量 , 由 “ 
于 (141a,)， 


$=Div cmag- < 三 (VF) 149) 


94a) EH. Beltrami, “Sulla teoria generale dei parametri differenziali’, em,. 
E. Accai. Bologna, (2) 8 (1869) 549. 
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当 yin 为 常量 时 , 上 式 成 为 
Doz -2ey (144a) 


OviOv * 
在 这 种 特殊 情况 下 , 我 们 可 以 通过 运算 口 ， 从 矢量 广 寻 出 一 
个 新 矢量 .正如 在 通常 矢量 分 析 中 一 样 , 有 
DivCurlf 一 GradDivt 一 口 广 . (145) 
当然 , 这 个 关系 不 能 推广 到 gm 不 是 常量 的 情况 . 

最 后 ， 应 该 提醒 一 下 , 在 8 14 中 从 几何 观点 引入 的 张 量 
体系 , 在 这 里 的 计算 中 已 证 明 它 是 完全 正确 的 . 一 秩 张 量 在 
分 析 上 是 和 高 秩 张 量 有 区 别 的 ， 因 为 一 秩 张 量 不 必用 参考 系 
的 短程 分 量 , 可 以 用 微分 方法 得 到 新 的 张 量 . 


20. 应 用 短程 分 量 推导 不 变量 的 微分 运算 
现在 我 们 来 讨论 第 二 类 微分 运算 , 在 这 一 类 运算 中 , 平行 
位 移 的 概念 将 起 着 重要 的 作用 ， 对 于 物理 学 方面 的 应 用 来 
说 , 其 中 仅 有 两 种 运算 是 比较 重要 的 ， 就 是 对 应 于 仿 射 群 中 的 
这 两 种 运算 : 
OCi 


Oik = 一 一 人 Or kk 


和 


Qtr _ 
如 一 Dr (二 秩 张 量 的 散 度 ). 


要 对 一 般 的 变换 群 得 出 这 些 表 达 式 ， 我 们 必须 借助 于 以 下 的 
图 象 ， 首 先 ,在 曲线 人 *=2*(t) 的 每 一 点 上 给 定 一 个 具有 分 量 
ai 的 矢量 ， 若 了 为 曲线 上 的 任 一 点 , 我 们 可 以 沿 着 曲线 移动 
这 个 矢量 ws(P) 并 使 它 与 本 身 平 行 ， 这 样 就 绘 出 了 第 二 组 矢 
量 a(P')(P' 是 任意 的 )， 因 而 , & 与 @ 在 了 点 重合 ， 
a'(P)=a(P). 
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令 


1 VP) —ai(P') 
4 一 1im 十 


就 可 以 在 不 变 方式 下 定 出 一 个 新 矢量 ， 因 为 分 子 是 在 同一 点 
上 的 两 个 矢量 之 差 .根据 公式 (64) 和 (70), 我 们 立刻 得 出 


Ai= 了 二 Tiyan 7 (146a) 
a dv 
0 Tr 

A,= 了 Ta; zt (146b) 


用 骂 长 s 代替 纪 用 切 向 矢量 =adz/ds 代 送 g， 这 样 我 
们 就 得 到 加 速度 矢量 , 它 的 分 量 B' 和 方程 (80) 的 左 方 一 致 


+ A A (147) 


ads? * ds ds 
若 xd 不 仅 是 沿 着 曲线 , 而 且 是 一 个 矢量 场 , 那么 ， 


人 (党 ) 人 


并 且 从 公式 (146) 可 以 得 出 与 每 一 方向 dz*/ 红 相 联 属 的 矢量 


四 站 
4 一 qi dt” 4 一 号 a 
所以 
$ Om: Tgr 
Oe rx (148a) 
_ Oa; I 
ir 一 Dr 一 (人 (148b) 


形成 一 个 张 量 的 分 量 。 这 个 张 量 就 是 所 求 的 仿 射 群 中 的 张 量 

Oai/ 0 的 推广 
一 个 矢量 场 a', 与 之 相 联 属 的 张 量 ax 在 一 点 了 等于零， 

这 个 矢量 场 就 称 为 在 这 一 点 上 的 稳定 场 ， 按照 $8 16 和 18， 
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在 网 氏 空间 中 一 一 并 且 只 有 在 这 种 空间 中 一 一 存在 着 在 有 限 
区 域 中 对 所 有 的 点 都 是 稳定 的 矢量 声 . 

因为 ow 这 一 组 量 既 不 是 对 称 的 , 也 不 是 反 称 的 , 这 里 我 
们 所 讨论 的 就 不 是 象 $ 1 中 的 从 几何 学 观点 出 发 的 张 量 , 而 
仅 是 象 89 中 的 比较 广义 的 张 量 ， 我 们 可 以 将 &m 分 拆 成 反 
称 部 分 


二 (ac Cn ) 
2 \ Ow’ Oi 
和 对 称 部 分 


» _1 /oa + 7 
4ix 一 了 ( D2 2 一 一 了 ”ixar. (148c) 


背 助 于 稳定 的 矢量 场 ， 加 在 我 们 可 以 念 Weyl ”的 步 
又 来 导出 一 个 二 秩 张 量 的 散 度 TW. 令 如 为 一 在 点 卫 是 稳定 
的 矢量 场 , 那么 , 在 这 一 反 


25 _ ;pr 

Ov Tr 
利 

a = Ir. 


于 是 应 用 (141a), 我 们 形成 了 矢量 的 散 度 
f'=T"ér= TD. 

现在 若 将 上 面 的 & 的 导数 代入 , 就 得 到 
of 


Di f— -HDib TE DibtTé, (149) 
式 中 

Dv 一 (1508) 

Di T= +, (150b) 


95)” 志 . Weyl Rawm-2eit-2aterie (第 三 版 ，1920) 104 页 ， 
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和 为 与 了 对 应 的 张 量 密度 , 并 从 (149) 式 的 不 变性 可 知 , (150a) 
和 (150b) 分 别 为 矢量 密度 的 协 变 分 量 和 道 变 分 量 . 

在 欧 氏 空间 中 ， 一 个 二 秩 张 量 的 散 度 也 可 以 用 另 一 种 方 
法 解释 . 令 x' 和 si 为 两 个 单位 秋 量 ， 并 令 T's = Taris, 为 张 
量 在 这 两 个 方向 的 分 量 。 如 在 卫 点 任意 给 定 x 那么 , 在 欧 
氏 空 间 中 , 可 以 唯一 和 不 变 的 方式 , 把 这 个 方向 和 点 P' 上 一 
个 平行 的 方向 7 联系 起 来 ， 显 然 ,矢量 场 7' 在 每 一 点 是 稳定 
的 , 并 且 可 用 以 代替 公式 (149) 中 的 总 因此 

Div (Tr) = Div; T. 

现在 , 在 (139a) 中 仿生 (X7), 我 们 直接 得 出 


| TowdS = [Div, Tdr— | Div;T dS, (151) 
jzem dS 
Div: 他 一 lim ys (151a) 
六 一 如 |a5 


Lang” 曾 导出 过 这 个 公式 .为 了 这 个 目的 , 每 一 个 非 欧 空 间 
都 可 以 用 和 它 相 切 的 欧 氏 空间 代替 . 这 是 可 能 的 , 因为 在 最 
后 的 结果 (150) 式 中 不 出 现 gw 的 二 阶 导数 , 而 且 因 为 gw 的 
一 阶 导数 , 在 两 种 空间 中 通过 坐标 的 适当 选择 , 总 可 以 使 它们 
趋 于 一 致 ， 所 以 极限 过 程 的 结果 (151a), 即 Div; 区 的 矢量 性 
质 , 可 以 认为 是 普遍 成 立 的 , 尽管 它 右边 的 积分 仅 在 欧 氏 空间 
中 才 有 意义 . 

为 了 叙述 得 全 面 一 些 ， 我 们 也 把 张 量 的 普遍 公式 在 这 里 
提 一 下 , 尽管 这 些 公式 在 物理 学 方面 并 不 重要 . 从 一 个 张 量 
axist 通过 微分 我 们 得 到 一 个 高 秩 张 量 


96) H. Lang, disseriation (Munich 1919)， 
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Ost = Oe ae Ty om + Ty oreo ee 

Ov? 
一 Te ars. — Toos QP. — (152) 
这 个 运算 在 Christoffel 的 著述 中 已 经 见 到 过 ，Ricci 和 Levi- 
Civita 称 之 为 协 变 微分 . 

以 前 这 是 用 来 导出 二 秩 张 量 的 散 度 的 ,借助 于 公式 

(152), 微分 T*, 再 经 过 收缩 ,就 可 获得 张 量 T8， 
Divi T=T%., 

这 里 我 们 也 应 该 提 一 下 Ricoi 和 Levi-Oivitassa) 是 如 何 
得 出 曲率 张 量 的 表达 式 的 ， 从 任意 矢量 w 开始 ,用 (148b) 得 
出 az 再 用 (152) 得 出 cr。 那么 ,在 右 方 就 得 到 仅 含 @; 的 项 
利 含 有 一 阶 和 二 阶 导数 的 项 . 若 我 们 构成 差 式 ain,1 一 Qn,w, 则 
含有 一 阶 和 二 阶 导 数 的 项 就 相互 消去 , 剩 下 来 的 刚好 是 

CT 一 Li 一 — Bon. 
有 了 这 个 式 子 , R'm 这 一 组 量 的 张 量 性 质 就 已 证 毕 . 但 是 , 这 
种 方法 对 我 们 了 解 固 有 的 几何 意义 起 不 了 什么 作用 1. 
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虽然 广义 相对 论 仅 讨论 那些 对 任意 坐标 变换 为 协 变 的 方 
程 组 , 但 是 某 些 量 组 , 它们 仅 在 线性 ( 仿 射 ) 坐标 变换 下 具有 张 
量 的 性 质 , 这 些 量 在 广义 相对 论 中 还 是 比较 重要 的 .我 们 称 
它们 为 仿 射 张 最 ， 这 些 张 量 , 举例 来 说 ,是 短程 分 量 . 但 是 ， 
详细 说 来 , 也 存在 张 量 Di, 它 的 相应 的 张 量 密度 U*=U,*Vg 
在 任 一 参考 系 中 满足 方程 组 


56a) ”参阅 注 56 . 也 可 见 爱 因 斯 坦 的 推导 ( 注 56， 同 前 所 引 ) 。 
了 见 补 和 注 7。 
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OV" 
显然 , 对 于 一 般 坐 标 变换 而 言 ，I 是 不 能 以 线性 齐 次 的 形式 
来 变换 的 . 但 通过 积分 可 以 从 Ux 导出 第 二 组 量 J%， 在 比 仿 
射 群 广泛 得 多 的 变换 群 的 情况 下 , 它们 的 性 质 和 矢量 一 样 . 
为 了 证 明 这 一 点 , 先 考察 以 下 的 情况 对 我 们 会 有 所 帮助 . 
设 有 一 四 维 矢量 s% 连同 它 所 关联 的 矢量 密度 3* 均 已 给 定 , 它 
的 散 度 在 每 一 点 都 是 零 ， 


-0. (158) 


Oar 

r=0. (154) 

同时 假定 名 仅 在 “世界 管 ” 内 部 有 非 零 值 , 或 者 至 少 是 在 外 面 

减 小 得 充分 快 , 这 样 , 在 “世界 管 ” 外 部 区 域 足够 远 的 地 方 积分 

结果 将 等 于 零 .。 而 且 , 我 们 将 仅 考 虑 那些 时 间 等 于 常数 (z+= 

常数 ) 的 空间 和 世界 管 相交 于 单 连 区 域内 的 坐标 系 ， 现 在 我 

们 利用 这 一 事实 ， 即 按照 公式 (139a) 和 (154)， 当 沿 着 封闭 的 
空间 区 域 积分 时 , 积分 ” 


| 人 


总 是 零 。 首先 , 我 们 选择 两 个 超越 平面 z= 常数 作为 积分 区 
域 , 这 个 区 域 可 以 认为 是 由 “世界 管 ” 外 部 的 空间 元 连结 起 来 
的 。 由 于 公式 (137a), 积分 

J 一 | 84 dw! dw? dw3 (155) 


对 两 个 超越 平面 有 相同 的 数值 ， 换 句 话说 , 它 与 x 无关， 其 
次 , 我们 引入 第 二 个 坐标 系 玉 "。 在 世界 管内 ， 它 只 要 满足 下 
述 条 件 , 即 曲面 2 = 常数 与 世界 管 相交 于 单 连通 域 . 在 外 部 ， 
蕊 必须 有 向 数 gw。 现在 我 们 选取 超越 平面 z+ 二 常数 和 w'== 
第 数 为 积分 区 域 . 这 些 区 域 总 是 可 以 选择 得 使 它们 不 致 相 
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交 。 那么 
| savt dr dvr {8d2r do’? do, 


即 积分 v 在 这 里 所 考虑 的 所 有 的 坐标 变换 下 都 是 不 变 的 . 
现在 对 于 仿 射 张 量 的 分 量 的 积分 问题 可 以 简化 为 上 述 情 
况 . 我 们 将 这 样 一 个 仿 射 张 量 和 一 矢量 2*( 它 的 分 量 在 世界 
管内 是 常数 ) 相 乘 ， 
U*~—U,*pt. 
在 所 有 的 线性 变换 下 , U* 具有 和 撩 量 的 性 质 ， 在 所 有 从 原来 的 
坐标 系 区 通过 这 样 变换 而 获得 的 坐标 系 区 ' 中 ， 分 量 2 在 
世界 管内 也 是 常数 ， 那 么 , 方程 
OU'™ 


一 


apr 
在 尽 ' 中 也 成 立 . 根据 公式 (155) 可知, 积分 
7=| Ws dw dw? dw / 

对 于 线性 变换 是 不 变 的 , 并 对 于 每 一 截面 都 具有 相同 的 数值 . 
但 由 于 


J =Jxp", 
式 中 
万 一 | le dw! dx? dw’, (156) 
县 式 中 的 矢量 和 是 完全 任意 的 ， 所 以 量 Vx 在 线性 变换 下 有 
了 矢量 的 性 质 ”7. 


现在 我 们 仿照 爱 因 斯 坦 的 步骤 ”来 证 明 , 假如 我 们 从 一 
个 坐标 系 区 变换 到 另 一 个 坐标 K'， 而 KK' 在 世界 管 外 部 与 


97) 这 首先 为 区 lein 所 证 明 ( 参 阅 注 97, 那里 详尽 地 讨论 了 自由 天 量 )。 这 
里 的 推导 是 根据 是 . Wey]l, Raum-2ett-Materie( 第 三 版，1920) 234 页 ， 
98) A. Einstein, S. B. preuss. Akad. Wiss., (1918) 448, 
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K 重合 , 那么 它们 也 保持 这 个 矢量 性 质 . 要 达到 此 一 目的 , 我 
们 仅 须 构 作 一 坐标 系 ， 使 它 在 一 个 超越 平面 z"”4=c, 上 与 玖 

合 , 而 在 另 一 超越 平面 4= cs 上 与 K' 重合 。 因 为 已 经 证 
明 过 , 对 于 同一 坐标 系 中 的 两 个 不 同 的 超越 平面 愉 = 常数 ， 
JJx 有 相同 的 数值 , 这 就 已 经 证 明了 在 KK 入 ' 中 , J 有 相同 
的 数值 这样， vz 与 世界 管内 坐标 系 的 选择 完全 无 关 . 仿 射 
张 量 U? 仅 在 线性 坐标 变换 下 具有 协 变性 质 , 从 这 种 仿 射 张 量 
开始 ， 通 过 积分 就 得 一 组 量 Ja， 而 这 一 组 量 在 广泛 得 多 的 变 
换 群 下 却 具 有 矢量 的 性 质 , 这 是 很 有 意义 的 ， 矢量 J 与 通常 
矢量 的 区 别 是 它 和 给 定点 没有 关系 .我 们 仿照 Klein 的 提 法 
称 之 为 自由 矢量 [ 非 定 域 矢量 ] ， 使 之 与 力学 中 的 术语 可 相互 


比拟 . 


妇 . 真实 关系 


到 现在 为 止 , 我 们 默默 地 假定 了 ds? 是 一 个 定式 ， 这 在 
实际 时 空 世界 的 情况 下 是 办 不 到 的 ， 那 里 ds? 的 范式 有 三 个 
正 号 和 一 个 负 号 . 从 形式 上 看 , 所 有 以 前 得 到 的 结果 在 这 种 
情况 下 也 成 立 ， 因 为 我 们 可 以 通过 引入 虚数 坐标 把 ds 化 为 
定式 (参阅 87). 但 是 公式 的 几何 解释 必须 改变 . 
痛 先 ， 我 们 来 考虑 狭义 相对 论 可 以 适用 的 情况 ， 并 引入 
4 一 届 作为 第 四 个 坐标 。 那 么 , 对 于 坐标 系 的 既定 原点 , 根据 
洛 伦 兹 不 变 式 , 可 把 世界 分 为 下 列 两 部 分 : 
wi 十 v2 十 va 一 wa 过 0 (过 去 和 未 来 ) (A) 


和 
2 十 oa 十 0a2 一 042>>0 (居间 区 域 ). (B) 
它们 是 由 锥 面 : 


2 十 2022 十 2 一 242 一 0 ( 兴 锥 面 ) (CO) 
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分 开 的 , 光线 的 世界 线 在 这 锥 面 上 . 

如 果 我 们 使 一 个 矢量 的 起 点 与 坐标 系 的 原点 重合 ， 若 矢 
量 的 终点 在 世界 域 (B), 则 称 为 类 空 矢 量 , 若 终点 在 世界 域 
(A), 则 称 为 类 时 矢量 ， 若 矢量 在 锥 面 (0) 上 , 则 称 为 零 拓 量 
(矢量 的 大 小 为 零 ) ， 事 实 上 , 由 于 第 四 个 坐标 变 了 符号 , 洛 伦 
效 变 换 不 能 认为 是 坐标 系 的 旋转 , 而 是 双 曲 面 

242 十 022-L032 一 012 一 工 
的 一 组 共 谍 直径 到 另 一 组 共 斩 直 径 的 变换 .。 (这 种 洛 伦 兹 变 
换 的 解释 ， 以 及 这 里 所 用 的 术语 首先 出 现 于 闵可夫 斯 基 的 论 
著 中 . ) 通过 简单 的 几何 论证 , 或 者 直接 应 用 洛 伦 兹 变换 公式 
(1), 可 以 证 明 , 只 要 坐标 选择 得 适当 ， 总 可 以 使 区 域 (A) 中 的 
点 与 原点 的 空间 重合 ,使 区 域 (B) 中 的 点 与 原点 的 时 间 重 合 
(同时 性 )。 这 实质 上 是 和 下 面 的 说 法 相等 的 , 即 只 要 坐标 选 
择 得 适当 , 类 空 矢 量 的 时 间 分 量 , 或 类 时 矢量 的 空间 分 量 , 都 
可 以 成 为 零 ， 根 据 $6 的 结果 也 可 以 得 出 仅 (A) 型 的 世界 点 
才 和 原点 有 因果 关系 .我 们 用 Klein 和 Hilbert 的 术语 ， 把 
上 面 所 讨论 的 , 并 且 由 线 元 
ds = (dw!)?2-- (dw?)?+ (dw’)?— (dt)? 

确定 的 几何 学 称 为 虱 欧 几 里 德 几 何 学 . 

类 似 于 正定 线 元 和 不 定 线 元 的 几何 学 之 间 的 划分 方法 可 
应 用 于 一 般 歼 曼 几何 学 的 情形 .我 们 绘 出 从 点 Po 开始 的 所 
有 短程 线 , 并 且 在 Po 满足 条 件 

dv: dw 


gu- 到 ds < CA) 

或 dx: dz* 
do do 、 . 
gu a CB) 


或 
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yu Se 0 (C’) 
(t= 曲线 参量 ). 它们 连续 地 张 于 世界 域 或 光 锥 面 (C0). 在 Po 
的 相应 的 方向 (矢量 ) 也 分 别称 为 类 时 的 、 类 空 的 和 零 方 回 ( 零 
矢量 ). 
有 如 Hilbert”” 所 强调 的 ， 这 种 时 空 世界 的 划分 对 允许 
的 点 变换 带 来 一 些 限制 ， 原 因 是 在 允许 的 坐标 系 中 , 前 三 个 
内 标 轴 必 须 在 类 空 方 向 , 第 四 个 则 在 类 时 方向 ， 这 个 条 件 要 
得 到 满足 , 首先 , 若 令 dz 等 于 零 , 从 ds2 所 得 的 二 次 型 必须 
是 正定 的 ,正定 的 条 件 是 


g g J11 12 013 
gu>0, 四 四 >0, g21 022 9z3|>0, 
O21 022 
31 0039 933 
其 次 是 


g44 三 0, 
人 允许 的 坐标 变换 不 能 违反 这 些 不 等 式 . 由 于 gw 的 行列 式 9 
总 是 负 的 (这 可 以 从 不 等 式 得 知 )， 我 们 在 用 于 正定 情况 所 导 
出 的 张 量 公式 中 必须 以 MV 一 9 代替 g ”3%. 
按照 (A), 世界 线 的 弧 长 也 可 以 变 成 虚数 .事实 上 , 实在 
物体 的 世界 线 总 是 这 种 情况 . 所 以 在 这 样 的 情况 下 ,可 以 引 
入 原 时 7 来 代替 弧 长 ,它们 的 关系 是 


99) DD. Hilbert, ‘Grundlagen der Physik”’, 2 Mitt., Nachr. Ges, Wiss. 
Goettingen (1917) 53， 

99a) Minkowski (参阅 注 54) 和 Klein (参阅 注 55a, 同 前 所 引 ) 对 可 允许 的 
点 变换 再 加 以 限制 。 az'4/ao4 总 是 >0, 换 句 话 说 ,要 讨论 一 真实 的 连续 
群 过 去 和 未 来 的 交换 必须 除去 。 但 是 对 此 更 有 所 限制 的 群 的 协 变 性 已 
经 纯粹 形式 地 包含 于 对 时 间 倒 易 的 协 变 性 中 , 只 要 方程 不 包含 十 分 勉强 
的 不 合理 性 (关于 这 后 一 点 , 见 第 V 编 )。 而且, 根据 我 们 现时 的 观点 ， 
由 于 物理 的 理由 ,所 有 物理 定律 在 时 间 倒 易 之 下 的 协 变 性 也 是 必要 的 ， 
因此 ,我 们 将 不 采用 上 述 的 限制 . 
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3 一 cr. (157 ) 

这 给 出 了 沿 着 这 一 世界 线 运 动 着 的 时 钟 所 指示 的 时 刻 ， 如 果 

时 钟 在 一 个 坐标 系 中 是 瞬时 静止 的 ， 那 么 在 这 个 坐标 系 中 
xz 一 Mi。 我 们 又 引入 矢量 


nt oe (158) 
来 代替 
yt Qi 
as ” 
对 于 新 失 量 有 
Gil 一 2 一 一 C2. (159) 


在 短程 线 中 ， 在 光 锥 面 (0) 上 的 短程 零 线 是 一 个 例外 , 对 
于 它们 , 变 分 原理 (83) 和 微分 方程 (80) 可 以 应 用 , 而 变 分 原理 
(81) 不 能 应 用 .首先 , 这 是 由 于 在 这 种 情况 下 , 坐标 不 再 能 者 
为 弧 长 的 函数 , 因为 它 等 于 零 , 在 公式 (80) 中 , 必须 选择 另 一 
曲线 参量 , 这 个 参量 仅 能 作为 一 个 任意 常数 来 确定 ， 其 次 , 由 


于 项 

Iax(QOUAA)CGOUA]GN ) 
为 零 ， 在 从 公式 (81) 导 出 公式 (83) 时 ， 不 能 再 把 它 放 在 分 母 
上 .所 以 公式 (83) 不 能 再 从 公式 (81) 中 导出 , 因而 短程 零 线 
必须 用 另外 的 方法 去 确定 .短程 零 线 与 光 锥 面 上 其 他 短程 线 
的 差别 在 于 存在 一 曲线 参量 , 对 于 这 个 参量 , 微分 方程 组 


Cz20i dw” des 
AN tL dA ds -a0 


以 及 变 分 原理 (83) 都 成 立 。 另 一 方面 , 对 于 不 是 零 线 的 其 他 
短程 线 ,§ 15 中 的 推导 仍然 不 变 . 

Vermeil 的 结果 , 即 黎 曼 空间 的 球体 积 和 上 曲率 不 变量 之 
问 的 关系 ($17) 也 不 能 立即 应 用 于 不 定 情况 , 因为 这 里 的 球 
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对 应 于 无 限 广 延 的 双 曲 面体 . 

还 应 该 提起 , 通常 在 狭义 相对 论 中 , 按照 定义 , 线 元 的 范 
式 含有 三 个 正 号 和 一 个 人 负 号 , 而 在 广义 相对 论 中 , 我 们 假定 了 
三 个 负 号 和 一 个 正 号 ， 以 后 我 们 全 部 采用 前 一 种 约定 . 


23， 无 限 小 坐标 变换 和 变 分 定理 


一 般 地 说 , 假定 一 个 量 在 坐标 变换 时 是 不 变 的 , 那么 , 严 

格 地 说 , 在 无 限 小 坐标 变换 时 , 它 也 是 不 变 的 . 研究 无 限 小 坐 
慰 变 换 的 作用 是 基于 下 一 事实 : 通过 这 种 变换 ， 从 它 的 不 变 
性 , 可 以 导出 这 个 量 所 必须 满足 的 微分 方程 组 。 现在 我 们 规 
定 这 种 无 限 小 坐标 变换 如 下 : 

0 一 旭 十 8 人 (wh)， (160) 
式 中 s 是 一 个 无 限 小 量 . 8' 与 坐标 的 依赖 关系 可 以 是 完全 任 
意 的 .所 有 带 撤 的 和 不 带 撤 的 函数 的 差 必 须 认为 是 一 个 可 以 
展 为 如 下 的 s 的 寡 级 数 . 最 后 , 我 们 只 关心 一 次 项 , 并 称 它 为 
该 聘 数 的 变 分 。 要 得 到 从 不 带 撒 的 到 带 撤 的 华 标 系 的 转换 的 
任意 张 量 的 变 分 , 我 们 必须 将 


Bo Qf: hn_ Or _ sp, 06 
BF 一 9 + 6 ap Ci DIT =6;, 6 ap (161) 


代入 一 般 的 变换 公式 (25)， 这些 数值 是 从 
《82023700 和 Dr ) = 
得 出 的 ， 当 然 它 们 只 正确 到 的 一 次 项 ， 我 们 再 写 出 变换 行 


Ox 一 


列 式 的 值 ， 
dot| Ser | -1+e Ser, det| .37| -1 一 -全 -，(162) 
这 样 我 们 就 得 到 一 个 矢量 的 变 分 
Gd 一 2 ar Go; 一 一 如 ea, (163) 
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和 二 秩 张 量 的 变 分 


dors (Bor ot Br 0") 
和 (有 
Oaix = -se( 人 Zr 十 2 or)， 


特别 是 对 giw 的 变 分 , 相应 的 公式 也 成 立 . 还 应 该 看 到 ,对 于 
任意 对 称 的 数组 tix, 根据 公式 (72) 可 得 
tndg = — tOgi (165) 
(和 通常 一 样 , 这 里 我 们 令 雪 =o*g*3foe)， 同样 地 , 根据 公式 
(73) 可 得 
BT9— F969 ~ 一 二 V 二 ggo8gw。 (73b) 


在 公式 (163) 和 (164) 中 我 们 总 是 讨论 这 种 类 型 的 变 分 : 
Gdgi 一 CO — oi(2), ，., 


| (166) 
5om 一 aa) 一 ax(z)，… 等 等 
和 这 些 变 分 根本 不 同 的 是 变 分 
Gai 一 CO) 一 GO)，…-， 
显然 ,这 个 变 分 是 由 带 有 符号 的 关系 式 
,ss 0 。 
0*~—6—& 7 (168) 


和 公式 (166) 连 结 起 来 的 。 从 这 个 关系 式 可 以 立刻 得 出 6a 
6"a™*， 等 等 的 表达 式 . 根据 公式 (164) 和 (1467) 可 得 重要 公式 


be S*gsy dx = :|[— 一 人,* Br 2 Trs 6 dz 
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或 者 , 应 用 公式 (150a) : 
by Ogi dX = € [sa 全 。6Q0 -| (TX,*€1) dz | 
(169) 
最 后 , 我 们 考虑 积分 
J = | Ww) de 
的 变 分 , 它 等 于 


37-|, 好 '(z)dz' 一 | _ 台 (2)de 
-| Ra )det | 2 ao—| WW (v) de, 
或 者 ,根据 公式 (162) 和 凤 '(w) 一 册 '(z) 十 s(6 双 /026 得 
3|w dg = | 并 dvts | As dz. (170) 
这 里 , 5: 台 = 二 双 '(z) 一 驶 (w)， 假 使 纪 在 积分 区 域 的 界面 上 为 
零 , 则 公式 (170) 的 右 方 第 二 项 对 6| 双 dz 没有 贡献 ， 因 为 它 


可 以 根据 公式 (139a) 变 换 为 界面 上 的 面积 分 。 假 定 现在 J 是 
一 个 不 变量 , 换 名 话说， 器 是 一 个 标量 密度 , 那么, 对 于 任意 
5 变 分 (170) 必 须 为 零 ， 又 是 由 场 张 量 组 成 的 , 我 们 首先 列 
出 对 于 场 张 量 可 任意 变更 的 6 台 的 一 般 表 达 式 , 然后 应 用 公 

式 (164), 专门 用 坐标 系 的 无 限 小 变化 来 完成 这 一 变 分 。 用 这 
种 方法 , 我 们 能 够 从 公式 (170) 得 到 某 些 恒等式 .在 基 些 情况 
下 , 还 可 以 假定 在 界面 上 为 零 来 简化 计算 . 现在 可 以 通过 
下 面 的 例子 来 前 明 这 种 方法 . 由 于 在 物理 学 方面 有 很 多 应 用 ， 
以 下 将 详细 地 进行 推导 . 

(a) 作 一 个 矢量 内 的 旋 度 


_ ah. 29 : 
fir= Be Fe? (171) 
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并 从 它 导 出 不 变 式 


Ld pap™. (172) 
若 久 是 联 属于 工 的 标量 密度 ， 
L=LV—y, 
可 以 从 不 变 积分 
人 CT 


导出 一 个 对 电动 力学 的 有 质 动 力 方面 很 关 重要 的 变换 .， 我们 

的 讨论 限于 场 和 坐标 的 那些 变 分 ， 即 它们 在 积分 区 域 的 界面 

”上 为 零 ， 首 先 我 们 将 $; 和 gm 作为 独立 变量 考虑 ， 假 使 它们 
按照 上 述 的 方式 变化 ,应 用 公式 (165) 作 简单 的 计算 即 得 

dQ = VF — SYégw, 


Su 一 Gu PuPig™ 一 开 FeZngu。 (73) 
那么 ,分 部 积分 后 , 得 
3| & dz= |@s dp — Stdgw) dw, (174) 
式 中 | 
s'— 0 (175) 
从 上 式 也 得 出 
/ -3 ~ 0. (175a) 


现在 我 们 专门 根据 无 限 小 坐标 变换 来 作 变 分 68; 和 gz. 这 
可 以 通过 在 公式 (174) 中 将 3 和 6gm 换 成 6*$, 和 6’ga 来 完 
成 , 因为 gs 和 3ge 在 界面 上 等 于 零 和 根据 公式 (170)， 从 公 
式 (163) 和 (168), 我 们 首先 得 出 
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mow 名 ron 六) 
在 分 部 积分 后 , 由 于 公式 (169) 和 (175a)， 
0= | G28 Sp — Sr Srgu) de = 一 2e| (Fuar DDS)E’ dz. 
因为 最 后 表达 式 对 于 任意 缠 必须 等 于 零 , 我 们 有 


Fs*= 一 信也 性 ， 
或 者 , 全 写 出 来 


DC; 1 grs rs 
Fo 一 一 (本 本 ). (176) 


这 个 恒等式 将 在 88 30 和 54 中 得 到 应 用 . 
(b) 对 应 于 曲率 不 变量 ,积分 不 变 式 


|s dw 


的 变 分 显得 特别 重要 , 这 是 由 于 洛 伦 兹 ”， 希 耳 伯 ”"， 爱 因 
斯 坦 ”, Weyl” 和 Klein 研究 险 密 顿 原理 在 广义 相对 论 


100) HH. A. Lorents, Vers!l. gewone Vergad. Akad. Amst., 23(1915) 1073; 
24 (1916) 1389 及 1759; 25 (1916) 468 及 1380. 

101) D. Hilbert, ‘Grunglagen der Physik”’, 1, Mitt, Nachr. Ges. Wiss., 
Gottingen (1915) 395. 

102) A, pinstein, 898, B. preuss. AKad, Wiss. (1916) 1115[ 也 重 刊 于 文集 : 
Lorentz, Finstein,，Minkowski，Das Relativitatsprinzip (第 三 版 ， 

Leipzig 1920)], 

108) H. Weyl, Ann. Phys., Lopz., 54 (1917) 117; Raum-Zeit-Materie {第 
一 版 ，1918 及 第 三 版 ，1920)。 

104) F. Klein, “Zu Hilberts erster Note tber die Grundlagen der 
Physik”, Nachr. Ges, Wiss. Gottingen (1917) 469; “Uber die Diffe- 
rentialgesetze von Impuls und Energie in der Einsteingchen Gravita- 
tionstheorie” 同 前 ， 民 918) 235. 有 lein 的 方法 ( 比 之 于 Hilbert 的 ) 的 
简化 是 由 于 他 也 应 用 了 在 积分 区 域 边界 .上 不 为 等 的 坐标 变 分 。 自 从 拉 
格 朗 日 以 后 ,在 经 典 力学 中 也 常常 这 样 做 ,这样 一 来 , 许多 关系 就 更 为 
明显 ， 洛 伦 兹 (参阅 往 100, 同 前 ) 早 已 用 过 一 种 相似 的 步 又, 虽然 不 是 
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中 的 作用 , 它们 的 物理 意义 将 在 第 TV 编 中 阐述 ， 
首先 我 们 将 不 变 式 | 中 dw 分 成 一 个 仅 含 gw 的 一 阶 导数 
的 体积 分 和 一 个 面积 分 , 即 
| mac= -| az 十 | 0)， (177) 


式 中 

GG=MV—gG, G=gr(TriT -TT,). (178) 
显然 ，G 仅 在 线性 变换 时 是 不 变量 , 即 它 是 一 仿 射 标量 ， 但 
是 , 除 此 以 外 , 按照 公式 (177), 积分 | 人 dz 对 于 只 适用 于 积分 
区 域内 部 并 使 坐标 和 yu 以 及 它们 的 导数 的 边界 值 保持 不 变 
的 所 有 变换 是 不 变 的 ，| dw 的 这 两 个 不 变性 质 现 在 将 用 来 
.导出 这 个 理论 的 重要 的 数学 恒等式 ， 现 在 由 于 积分 中 被 积 本 
数 的 变化 不 再 包含 gu 的 二 阶 导数 , 这 就 使 问题 大 大 简化 ， 尽 
管 在 以 下 所 描述 的 方法 里 , 它 不 是 主要 的 . 

对 于 场 量 gu 的 任意 变 分 ,首先 我 们 得 到 [利用 缩写 

g's ~ (09™/0%°)], 

-|38 ar=—|( 2 g 9 Br89g 。 ) qz 


0g"™ 
fa 88% pe ， 
\( ph (9 ag™ ) 09- dz 


-|a OL° 3 0 ) ax 
经 过 显明 的 计算 可 证 明 


105) 详 见 吾 . Wey]l, Raum-Zeit-Uaterie (第 一 版 ，1918), 191 页 (第 三 版 ， 
1920) 205 页 ，206 页 ; 也 可 见 见 点 , Palatini, RR. 0O. Oire. mat. Palermo, 
43 (1919) 203. z 
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式 中 Gi 即 公 式 (109)1 中 所 定义 的 张 量 .因此 , 我 们 有 


_ __- ty (0 /206 Air yy 
sg do= | go5g dg | 3 (Bdy ) dz, (179) 


由 于 最 后 一 个 积分 可 以 写成 面积 分 , 从 公式 (177), 我 们 还 可 
得 到 


5 do= | guagadz+ | (7). (180) 


现在 我 们 专门 从 坐标 系 的 变 分 6* 来 算 gw 的 变 分 。 由 于 公式 
《169) 和 (470), 我 们 可 从 (179) 得 出 


/6 dz = 2s|sing Ei dg 


+e| zr ( 20 8'g" — 2 ,Et Er Jaz, (181) 


Orv* \Og'™ 
其 次 , 我 们 将 无 限 小 坐标 变换 进一步 特殊 化 , 通过 以 下 方法 而 
使 | dz 保持 不 变 . 
(i) 如 在 界面 上 为 零 ， 则 由 此 可 得 出 
Dip, B= — 到 509 ,=0, (182a) 
Dib' G = a + GT =0. (182b) 


假如 我 们 只 要 求 导出 这 个 恒等式 , 计算 就 可 以 大 大 简化 1. 
Herglotz*” 曾 指出 从 这 个 恒等式 可 以 很 简单 地 导致 一 个 重要 
的 定理 , 这 个 定理 早 前 已 由 Schur105% 用 不 同 的 方法 导出 ， 以 
+ 见 补 往 3。 
二 见 补 注 了 。 
1052) 卫 , Schur, Math, Ann., 27 (1886), 537. 
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公式 (116) 作 类 比 , 车 

Ray = 一 一 Q (Gnidix— Gnk), 
式 中 a 可 以 仍然 是 坐标 的 函数 , 把 公式 (119) 代 入 (182a)， 立 
刻 可 得 , 对 于 n>2, 


Oa _ 
a 一 0， wa 一 常数 . 


这 就 意味 痢 假 使 黎 曼 衬 间 Rn 23) 的 曲率 与 每 一 点 上 的 曲 


sr 
和 


为 坐标 的 线性 函数 ， 但 是 照 这 样 得 出 的 恒等式 是 不 重要 的 . 
现在 由 于 公式 (182), 公式 (181) 中 的 第 一 个 积分 可 以 省 略 , 要 
得 到 常量 台 第 二 个 积分 也 必须 恒 等 于 零 。 由 于 积分 区 域 可 
以 假定 得 任意 小 , 只 有 被 积 函数 恒 等 于 零 的 情况 下 , 才 有 这 种 
可 能 .由 于 公式 (164) 和 (168), 要 得 到 常量 我 们 现在 必须 
令 5g" 一 一 gE!， 所 以 被 积 函 数 可 写成 


1_9 OG ,ok k 
: Ow" 全 Og Bo 9 + 6 ) 
最 后 我 们 可 以 令 
x 0 rT8 K 
Ue" =- ( FI ) (183) 
因此 
2 + 
0. (184) 


计算 表达 式 (183) 求 1 利用 公式 (178) 的 值 代表 @, 乃 得 
x_ 1 r (gt —y) 
1 -3{T ar a 


TI, OY -9) 0 8, 中 (185) 
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对 于 ~ 一 g== 常 数 的 情况 ,上 式 也 可 写成 9 


WV-90, Ur=T% Tag™— dG", (185a) 


显然 ， 我们 这 里 所 考虑 的 是 § 21 中 所 讨论 的 一 种 仿 射 张 量 , 
关于 它 的 物理 应 用 , 可 参阅 第 IV 编 $57 和 611. 


106) 关于 详细 的 计算 见 A， 了 instein， Ann. Phys., Loe., 49 (1916) 806, 
方程 (50) ,对 于 MV 一 g 一 常数 的 情形 ; W. Pauli,Phys. 2Z., 20 (1919) 
25， 对 于 一 般 的 情形 。 
+ 见 补 注 8a . 
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(a) 运 动 学 
24. 洛 伦 兹 变换 的 四 维 表 示 


利用 四 维 空 -时 世界 , 我 们 能 够 把 第 工 编 中 已 经 讨论 过 的 、 
相对 论 运 动 学 的 结果 更 清楚 地 表示 出 来 . 可 以 并 行 地 采用 两 
种 不 同 的 表示 , 一 种 表示 是 虚 的 ， 
Wl—w, WY, Vi=2, v=ct,; 
而 另 一 种 表示 是 实 的 ， 
0 一 和 ， 02 一 1， V2, WV=0t, 
从 历史 观点 来 说 ， 第 一 种 表示 是 比较 时 的 ， 已 为 邦 卡 勒 ”? 所 
采用 ， 第 二 种 表示 已 为 闵可夫 斯 基 在 他 的 “空间 和 时 间 ” 
的 讲稿 中 所 采用 . 2?* 和 保持 不 变 的 特殊 洛 伦 兹 变换 (了 ) 由 
下 列 公式 确定 : 
wit—pie0s p+ er sing 
wi=w!tecoshy—w:sinhy 
w= —wliging+w cosp 
v=—wlisinhyy+wvt coshy 
这 与 在 Rs 中 坐标 系 的 一 个 转动 完全 相似 .前 者 最 先 明显 地 
出 现 于 闵可夫 斯 基 工 [方程 (1)] 中 一 一 他 把 写成 好 .由 于 
当 v1 一 0 时, 必须 有 2 一 外 四 与 业 由 下 式 确定 : 
tan $=iB, tanhy=p, 
107) 参阅 证 11 所 引 R. 0. Circ. mat. Palermo 中 的 一 文 , 168 页 。 


($= 负 ) (186) 
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从 而 
1 了 
cos 咏 一 一 二 ， Cosh 山 一 一 一 一 十， 
v1i—B wd 一 (187) 
p28 :pp AQ 
sin 中 J sinhy Ji= 


在 一 个 虚 坐 标 系 中 , 特殊 洛 伦 兹 变换 是 一 个 转动 , 而 在 实 坐标 
系 中 , 它 代 表 把 不 变 的 双 曲 线 
(0) — (0) =1 

的 一 对 共 轿 直径 变换 成 另 一 对 共 诡 直径。 在 前 一 情形 中 ,一 
个 天 量 的 协 变 分 量 和 道 变 分 量 没有 区 别 . 在 后 一 情形 中 ， 
Qs 一 一 a*， 而 对 任意 的 张 量 , 在 上 升 或 下 降 指 标 和 4 时 , 一 般 要 
改变 符号 . 

洛 伦 效 收缩 可 用 图 2 中 的 右边 部 分 来 说 明 , 图 中 刀 一 xz 
是 模 坐 标 , 而 2*=ict 是 纵 坐 标 . 图 2 是 把 过 看 成 实数 画 出 
的 . 


图 2 


i 和 五 是 一 根 在 系统 KK' 中 静止 的 杆 的 世界 线 , 它们 之 
间 的 距离 等 于 杆 的 静止 长 度 ， 在 运动 系统 玉 中 , 杆 的 长 度 
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可 认为 是 Zr 和 了 a 与 一 平行 于 局 轴 的 直线 的 交点 P 卫 和 QQ@ 之 
间 的 距离 ， 显 然 

7 一 fo/cos yg. (188) 
利用 (187) 式 x9， 这 与 (1) 式 一 致 、 爱 因 斯 坦 的 时 间 膨 上 胀 可 按 
同样 的 方式 用 图 2 中 的 左边 部 分 来 说 明 . 任何 周期 性 的 事件 
都 可 当 作 一 个 时 钟 来 应 用 ， 并 可 认为 它 在 系统 玉 中 是 静止 
的 。 相当 于 一 连 串 周期 时 间 的 世界 点 位 于 与 w+ 轴 平 行 的 直 
线 上 . 它们 之 中 任何 两 点 间 的 距离 了 就 是 通 各 所 测 得 的 周期 
的 时 间 长 度 . (为 了 人 简单 起 见 ， 时 间 的 单位 选取 为 光速 等 于 
1.) 在 中 测 得 的 周期 t 则 由 时 间 长 度 75 的 线段 在 x 轴 上 
的 投影 给 定 。 因而 z 

T=t/c0s 9g, (189) 
由 于 (87) 式 , 这 与 (8) 式 等 同 . 

简单 地 推广 一 下 这 个 论据 就 可 说 明 时 钟 的 伴 户 (参看 

8$5)195， 在 图 3 中 , 五 和 工 就 是 $5 中 讨论 过 的 CQ 和 Ca 的 
世界 线 ， 


Xe 


图 3 


108)” 实 坐标 系 中 相应 的 图 可 在 闵可夫 斯 基 的 讲演 稿 “空间 和 时 间 ” 中 找到 ， 

109) ”参阅 闵可夫 斯 基 的 讲演 稿 “<Ranm und Zeit ”中 注 4, 此 文 纳 入 论文 集 
“Das Relativititsprinzip” (Leipzig, 1913) ,并 参阅 M., vy. Laue, Phys. 
Z,, 13 (1912) 118， 
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除了 差 一 个 因子 4/e 外 , 在 世界 点 @ 处 的 时 钟 Cs 所 指示 
的 时 间 * (从 系统 玉 中 看 来 ，@ 在 空间 与 了 重合 .) 等 于 曲 
线 工 的 长 度 s. 我 们 可 把 它 推广 到 正在 作 任意 运动 的 时 钟 ， 
只 要 加 速度 不 太 大 , 并 可 设 它们 所 指示 的 时 间 为 r, 这 里 

r= vB-syio (157a) 

而 其 中 s 又 是 相应 的 世界 线 的 长 度 ， 显然 , r 就 是 这 个 时 钟 
的 原 时 [由 公式 (157) 定 出 ], 即 和 时 钟 一 起 运动 的 观察 者 所 测 
得 的 时 间 、 从 世界 点 4 运动 到 世界 点 B 的 两 个 时 钟 之 中 , 作 
匀速 运动 的 时 钟 将 指示 最 短 的 时 间 间 卫 (参看 图 3). 
25. 速度 合成 定理 

奉 引 用 四 维 矢 量 w' [由 公式 (158) 和 (159) 定 出 ] 来 代替 


三 维 速度 4, 就 可 以 简单 而 又 清楚 地 把 过 渡 到 运动 系统 K' 
的 速度 变换 公式 写 出 来 。 在 我 们 的 情形 中 , wi 的 分 量具 有 值 


1 2 3) u 4 46 
WW) A JI (90) 


按照 (186) 式 和 (187) 式 , 过 渡 到 系统 K' 的 变换 公式 则 为 
/ACA 
"VI | 
4 ov/ + ut (191) 
M1i— (v3/c3) ’ 


2 


Ww 


13 ,3 
3 vw 一 4% 日 


从 这 些 方程 , 能 够 容易 地 得 到 $6 中 的 公式 (10) 和 (12); 特别 
是 (11a) 式 与 好 的 变换 公式 等 同 。 借助 于 $ 24 前 段 中 的 规 
定 , 可 得 到 关于 实 坐标 的 相应 公式 . 
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速度 合成 定律 的 另 一 解释 由 索 末 非 首先 提出 H+0. 假使 首 

先 考虑 同方 向 的 两 个 速度 的 合成 定理 , 则 根据 观察 可 知 , 两 次 

接连 转动 的 角度 办 和 加 只 是 简单 相 加 而 已 . 由 于 (187) 式 ， 
索 来 菲 的 解释 只 不 过 是 两 角 和 的 正切 公式 


te t 
wt 


的 结果 .、 对 非 同 方向 的 速度 更 一 般 的 情形 , 也 可 作 类 似 的 解 
释 ， 特别 是 , 我 们 能 够 证 明 公 式 (tta) 只 给 定 合 速度 的 大 小 ; 
而 交换 律 对 速度 的 方向 并 不 成 立 . 通过 对 半径 为 4 的 球 的 球 
面 儿 何 的 考察 , 就 能 够 证 明 这 一 点 ，Varigak-… 指出 了 ,相对 
论 中 速度 的 合成 与 Bolyai-Lobachevski 平面 上 一 定 长 度 的 曲 
线 的 合成 之 间 具 有 类 似 性 . 


26. 加 速度 变换 定律 . 双 曲线 运动 
跟 速 度 的 情形 一 样 ， 在 相对 论 中 , 可 引入 由 (147) 式 所 定 


出 的 并 表 记 狭义 相对 论 的 线 元 的 四 维 矢量 来 代 将 三 维 天 
量 ， 它 具有 分 量 : 


110) A. Sommerfeld, Phys. 2., 10 (1909) 826. 

111) Variak 建立 了 洛 伦 兹 变换 以 及 多 普 蔓 效应 , 光 行 差 , 和 在 运动 镜子 上 
的 反射 的 相对 论 公 式 与 Bolyai-Lobachevski 几 何 学 之 间 的 形式 的 联系 。 
参阅 V. Varicak,，Phys. 2., 11 (1910)93, 287, 586; Glas srpsk. Krals. 
Akad., 88 (1911); 在 Jber. atsch. Mat. Ver., 21 (1912) 103 中 的 一 个 
总 结 性 的 报告 ; Rad. Jug. Akad. Zrmun. Umj. (1914) 46; (1915) 86 和 
101; (1916) 79; (1918) 1; (1919) 100. 

与 Bolyai-Lobachevski 几何 学 之 间 的 这 种 联系 可 以 简要 地 叙述 如 
下 (这 未 曾 被 Varisak 注意 到 ) : 假使 把 4x1, az2, az8， dv 解释 为 在 三 
维 投影 空间 中 的 齐 次 坐标 , 则 方程 (dzl) ?十 (az2) 2 十 (dz3) 2 一 (do 一 0 
的 不 变性 只 不 过 在 于 引入 了 一 个 基于 实 圆锥 截面 的 0ayley 系统 的 量 
度 。 其余 可 从 Klein 提出 的 著名 的 论证 中 得 出 [EMath. Ann., 4(1871) 
112]. 
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ol dawt 
B -一 (147a) 
在 狭义 相对 论 中 有 
Co yt ue 
dz QT 
因此 对 ww = 一 0 微分, 可 得 
wsB' = 0. (192) 
B 与 三 维 空 DD u 的 关系 如 下 式 : 
(B1, B?, B) 一 vi 一 二 +u Cu er 
(193) 
Bi CW. 1 
一 4 6 ( 工 一 83)3 


特别 有 意义 的 是 把 物质 的 加 速度 从 系统 天 ( 随 介质 作 骨 
时 运动 ) 变换 到 系统 区 (物质 以 速度 刀 对 之 运动 ) 的 公式 . 
者 我 们 使 和 > 轴 沿 运动 方向 , 则 在 此 情形 中 有 
(B4，B'2，B') 一 了 让， B*=0, 


1 Us B 4 2_ Wy 3 Vs 
PB- egthB, BP-Tg, BTLg. 


从 (186) 式 的 逆 变 换 , 可 得 到 B 的 分 量 的 变换 公式 ， 
1 B" 2 BRI2 3 BP/3 4_ 4%BB" 
| B iB ? B'’?, B=~B’3, B J 
由 此 可 得 关系 
Us=WUs(1— B?) 2, wy = (1—B?), ws=u(1—B). (194) 
这 早已 见 之 于 爱 因 斯 坦 的 第 一 篇 论文 2. 


112) ”一 个 简单 而 初步 的 推导 可 在 索 末 非 的 4Atombau una Spektrallnien 
(Braunschweig, 1919 第 一 版 ) 320 页 和 321 页 ; (1920 第 二 版 ) 317 页 
和 318 页 中 找到 。 
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在 相对 论 运动 学 中 ， 我 们 自然 可 以 把 在 跟 介 质 或 粒子 一 

起 运动 的 系统 尼 ' 中 ， 其 加 速度 总 具有 同一 量 值 5 的 运动 称 
为 * 句 加速 运动 "?， 在 每 一 时 刻 , 系统 K' 是 一 个 不 同 的 系统 ; 
对 同一 伽利略 系统 素来 说 , 这 种 运动 的 加 速度 在 时 间 上 个 是 
常量 ， 所 有 这 些 均 可 应 用 于 匀 加 速 直线 运动 .我 们 可 以 仅 限 
于 讨论 这 种 情形 ， 因 为 更 普遍 的 情形 可 借助 于 洛 伦 兹 变换 化 

(2 一 20)? 一 02(f 一 各)? 一 -05 一 常 且 一 0 


若 如 下 选取 空间 和 时 间 的 原点 : 
i=0, 2 一 0， 0 一 本 
则 路 线 的 方程 时 
23 一 0C28 一 -到 一 常量 =a”. (195a) 
速度 不 会 无 限 地 增加 而 是 渐 近 地 趋 于 光速 . 相应 的 世界 线 是 
双 曲 线 , 基于 这 一 理由 , 在 相对 论 中 匀 加 速 运动 也 称 为 双 曲 线 
运动 , 以 便 与 经 典 力学 中 的 “抛物 线 运动 相对 比 . 在 虚 坐 标 
系 中 , 世界 线 是 一 个 半径 为 g 的 圆 ， 
(21)?+ (272 一 0 (195b) 
礁 标 只 入 可 以 用 世界 线 的 虚 弧 长 * 表示 
zl 一 acos 二 ， 0 一 4gsin - (196a) 
a a 
或 者 在 实 坐 标 系 中 分 别 为 
: vi~acosh 一 ， w=asinbh -一 (196b) 
a G 


由 此 可 知 ， 矢 量 B 河 半 径 方 向 并 且 具 有 值 /ea 一 2 由 于 对 
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(zx, ict) 平面 中 的 任 一 条 路 线 上 每 一 点 均 可 绘 出 一 个 曲率 半 
径 ， 因 此 对 粒子 在 任 一 时 刻 的 任意 运动 相应 地 能 赋 以 一 密切 
的 双 曲 线 运动 . 

闵可夫 斯 基 *3 首先 认为 双 曲 线 运 动 是 一 种 特别 简单 的 
运动 型 式 ， 后 来 玻 恩 34 和 索 末 匪 322) 作 了 更 详尽 的 讨论 ， 关 
于 它 在 动力 学 和 电动 力学 中 的 意义 可 参阅 88 37 和 32(7). 


(b) 电动 力学 


27. 电荷 守恒 .四维 电流 密度 


在 洛 伦 兹 的 电子 论 中 , 一 个 电荷 的 密度 p 和 速度 a 满足 
连续 性 方程 5 


Sp 十 div(p =0. (A) 
这 启发 我 们 可 把 方程 用 四 维 散 度 的 形式 写 出 
0 (Div s=0), (197) 
其 中 量 s 规定 为 
(s', 9, 8) =p TE, ip, (198) 


现在 必须 要 求 (A) 式 ， 从 而 也 要 求 (197) 式 对 任 一 伽利略 参考 
系 成 立 。 由 此 我 们 能 够 推 得 s' 是 一 个 四 维 天 量 的 分 量 , 称 为 
四 维 电 流 密度 .在 邦 卡 勒 的 著述 中 已 经 可 找到 其 中 的 主要 之 
点 。 从 (197) 式 的 不 变性 , 我 们 能够 导出 * 的 变换 公式 . 这些 
公式 中 本 来 应 包含 一 未 定 因子 , 跟 在 洛 伦 兹 变换 中 一 样 , 它 按 

113) ”参阅 注 54 (III). 

114) M. Born, Ann. Phys., Lp8., 30 (1909) 1. 

115) 参阅 注 55, 33, 670. 
115a) ”参阅 注 4, $2, 方程 (I[1)， 
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某 种 方式 依赖 于 速度 。 但 是 ,仿照 在 $5 中 已 进行 过 的 关于 
坐标 变换 公式 中 的 因子 及 的 同样 的 论证 , 就 能 证 明 这 个 因子 
必须 等 于 二 ， 除 以 前 曾 数 次 提 过 的 速度 变换 公式 外 , s 的 天 
量 特性 也 可 导致 电荷 密度 的 变换 公式 
p[1— (wv/0) vu 
Mi— (v2/e) “ (199) 
车 这 样 来 选取 坐标 系 K'， 使 得 电荷 密度 在 下 ' 中 为 静止 的 ， 
则 上 式 的 物理 意义 将 更 为 明显 ， 此 时 WW 一 w=2, 并 且 把 些 一 
情形 中 的 p' 改写 成 p， 即 得 
aA/ (2 /72 Po 
po=Pp 1 (u /5 ) 》 p MIi— (w/c?)" 


反之 , 车 应 用 速度 合成 定理 , 可 从 (1993) 式 得 出 (199) 式 .由 
于 物质 体积 元 do 的 洛 伦 兹 收缩 [ 见 7(a)]， 
day =dVo V1i— (w/e), 


P 一 


(199a ) 


我 们 有 
paV 一 pody o (200a ) 
或 
de=deu. (200b) 


2 


如 果 不 是 这 样 ， 原 子 的 中 和 特性 会 单单 由 于 原子 中 电子 的 运 
动 而 破坏 。 关系 (200b) 还 指出 , 每 一 物质 体积 中 的 电荷 保持 
不 变 . 

另 一 方面 , 索 末 非 +9 从 (200a) 式 出 发 , 按 下 列 方式 得 到 
了 8 的 矢量 特性 .空间 体积 元 QV 在 时 间 Qt 中 所 扫 过 的 四 维 


116) 参阅 注 55, 32， 
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体积 
dV des (os 一 ii) 
是 一 个 不 变量 .由 于 假设 (200a), 这 对 乘积 
voaV 

同样 成 立 . 现在 如 果 取 (不 变 的 ) 商 ip/dr*,， 再 乘 以 矢量 的 分 
量 dw*,…, dv， 就 可 得 到 (198) 式 中 所 给 出 的 一 组 量 s。 因 
此 s 是 一 个 四 维和 天 量 . 

用 天 量 v 表示 , 并 异 助 于 (190) 式 和 (199a) 式 ,8s 可 简单 
地 写成 

g 一 二 po (201) 

而 连续 性 方程 变 成 | 


(pM) 、、 
一 5 0, (197a) 


参看 $28 根据 麦克 斯 韦 方程 组 对 的 矢量 特性 的 证 明 
和 第 Y 编 $65(6) Weyl 的 理论 对 于 守恒 定律 (197) 式 的 解 
释 . 


28. 电子 论 基 本 方程 组 的 协 变性 


在 $1 中 已 着 重 指出 ， 考 克 斯 韦 方 程 组 在 伽利略 变换 中 
”的 非 协 变 性 是 推动 相对 论 发 展 的 主要 因素 之 一 ， 洛 伦 兹 在 他 
的 1904 年 *? 的 论文 中 大 部 分 已 证 出 麦克 斯 书 方 程 组 在 相对 
论 变 换 群 中 的 协 变性 .完整 的 证 明 是 由 邦 卡 勤 38 和 爱 因 斯 
坦 ”” 各 目 独 立地 提出 的 . 四维 表述 是 由 闵可夫 斯 基 12") 提出 
117) 参阅 注 10. 
118) 参阅 注 11， 


119) ”参阅 注 12. 
120) 参阅 注 54. 
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的 ， 他 首先 强调 了 “ 面 ” 张 量 (如 我 们 现在 所 称呼 那样 ) 的 概 


A 人 A 
,以 . 


要 以 四 维 不 变 的 方式 写 下 场 方程 组 ， 可 先 取 不 包含 电荷 
密度 的 四 个 方程 , 即 ” 
cuzrl 卫 十 二 H=0, 
divH=0. (B) 


在 实 坐 标 系 中 , 令 z 
(fa, Fy, Fas) =1iE, (F's3, Fai, F112)=EH 


(Fi= — Pr), 《202) 
(B) 式 可 以 写成 ” 
十 十 2 —0 (Curl EFE=0) (203) 
[参看 (140b) 式 ]. 


根据 (203) 式 在 洛 伦 兹 变换 中 的 不 变性 , 就 能 知道 Fw 是 
一 个 “ 面 ? 张 量 的 分 量 ， 变 换 公式 中 所 保留 的 未 定 因子 又 一 次 
眼 以 前 一 样 被 消去 . 若 以 (54a) 式 和 (54b) 式 所 规定 的 对 偶 张 
量 五 ”代替 Fx， 则 
(FS 2 143) 一 一 了 下， (五 23， 万 31， 万) 一 —iE, (202a) 
由 于 (142) 式 和 (142b) 式 ,方程 组 (208) 也 可 写成 
DA 
DO 
但 是 , 如 所 周知 , 在 通常 的 空间 中 , 琶 是 一 个 极 失 量 , 而 也是 
一 个 轴 矢 量 《“ 面 " 张 量 ), 不 是 相反 的 情形 ，。 因 此 我 们 认为 面 
张 量 (202) 式 是 电磁 场 的 真 表示 , 而 对 偶 张 量 (202a) 式 不 过 是 


-0 (Div F*~—0). (203a) 


”一 种 技巧 而 已 ， 闵 可 夫 斯 基 2) 曾 用 两 种 惯例 写 下 场 方程 组 . 


i120a) 参阅 注 4, 方程 (IV) 和 【《V)， 
121) 参阅 注 54, (了). 


106 第 III 编 狭义 相对 论 。 详细 推敲 


在 许多 情形 中 , 前 者 是 较为 明显 而 方便 的 (特别 是 在 广义 相对 
论 中 ), 后 来 似乎 被 遗志 了 , 连 索 末 非 2 也 未 曾 提 到 它 ， 直 到 
”4916 年 , 爱 因 斯 坦 ”” 才 重新 注意 到 它 . 

从 Fa 的 张 量 特性 可 得 到 过 渡 到 运动 参考 系 的 场 强 的 变 
换 人 公式. 设 洛 伦 兹 变换 中 的 速度 了 对 于 坐标 系 的 " 轴 具 有 任 
意 的 方 回 , 则 


[下 + 二 (vAED ] 
VI 


HH H'-= [H(AE)] 

把 场 分 解 成 电场 和 磁场 只 具有 相对 的 意义 . 例如, 若 在 系统 
上 中 只 存在 一 电场 , 则 在 一 相对 于 运动 的 系统 玉 ' 中 , 还 
将 存在 一 磁场 . 这 一 论述 消除 了 在 理解 一 方面 由 运动 磁铁 引 
起 感应 现象 和 为 一 方面 由 导体 的 运动 使 导体 感 生 电 流 这 一 概 
念 时 的 某 些 困难 . 

洛 伦 兹 理论 中 的 电磁 势 即 标 势 pq 和 矢 势 A, 也 可 作 一 
简明 的 四 维 解释 .如同 闵可夫 斯 基 ”%** 所 首先 注意 到 的 那样 ， 
它们 能 结合 成 一 个 在 四 维 世 界 中 的 矢量 , 即 四 维 矢 势 : 

(Pi, pa, $3) = 有 A, ps = 9. (205) 
场 强 的 表达 式 
H =curlA, E-—gradp—= A, 


E' =~E, E'-= 
(204) 


122) 参阅 注 55， 

123) ”A. 爱 因 斯 坦 ，“Eine neue formale Deutung der Maxwellschen Glei- 
chungen’, S. B. preuss. Akaa. Wiss. (1916) 184， 

54a) ”参阅 注 54, (了 ). 

124) ”参阅 注 4, 方程 (IX) 和 (ZX). 
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则 取 下 列 的 形式 ; 
Fa OP OP (F=Curlg) (206) 


[参看 (140a) 式 ]. 

四 维 天 势 是 一 个 非常 有 用 的 数学 辅助 函数 ， 但 是 在 洛 伦 
弦 的 理论 中 , 它 没 有 直接 的 物理 意义 。 方程 (203) 可 从 (206) 
式 得 出 ， 反 之 , 当 应 用 (203) 式 时 , 总 能 够 确定 一 个 使 (206) 式 ， 
得 到 满足 的 矢量 场 由 .但 是 这 个 关系 不 能 明显 地 确定 由. 因 
为 对 一 给 定 的 Fn, 车 $i 是 (206) 式 的 一 个 解 , 则 (206) 式 也 
为 B+6y/9w' 所 满足 ， 这 里 由 是 空间 -时 间 坐 标的 一 个 任意 
的 标 函 数 .， 所 以 在 洛 伦 兹 理论 中 , 至 于 要 明显 地 确定 8 应 附 
加 下 列 和 条件: 二 

divA+ 二 Co 0 


O 
这 个 条 件 可 以 写成 四 维 形式 ， 
-5 一 0 (Div9=0). (207) 


到 现在 为 止 ,尚未 对 替 兹 矢量 马 赋 以 四 维 的 意义 . 
包含 电荷 密度 的 第 二 组 麦克 斯 韦 方程 :5 


curl 互 一 二 站 -5 卫 ， divE=p (CO) 
可 跟 (B) 式 同样 处 理 . 从 (198) 式 和 (202) 式 立刻 可 得 出 
2 =-3 (DivF=s) (208 ) 


[参看 (141b) 式 ] ， 凑 电 蓓 密度 用 (C0C) 式 确定 , 就 可 立刻 确定 8 
的 矢量 特性 , 这 在 以 前 是 用 男 一 种 方法 推出 的 .利用 (206) 式 


125) ”参阅 注 4,§4, 方程 (2). 
125a) ”参阅 福 4, §2, 方程 (1D), (1a) 和 (IV). 
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可 以 把 淘 强 用 四 维和 天 势 来 表示 , 从 而 得 到 [参看 (145) 式 ]， 
DiviCurl gp = Grad; Divy g— DD:= 8, 
并 且 由 于 (207) 式 ， 
ODP, = 一 3， (209 ) 

由 于 电磁 场 方程 组 在 洛 伦 兹 群 中 的 协 变性 , 自然 会 问 , 是 
否 存 在 这 个 协 变性 仍 适 用 的 更 广泛 的 变换 群 ，Cuningham 
和 Bateman” " 回答 了 这 个 问题 . 这 种 最 普遍 的 群 是 把 光 锥 
方程 

3 一 0 

变换 成 它 本 身 的 仿 射 变换 所 组 成 [参看 88 (B') 式 ]. 除了 洛 
_ 伦 兹 群 的 变换 外 , 它 还 包括 对 一 四 维 球 的 反 演 , 或 在 实 坐标 系 
中 对 一 双 曲 面 的 反 演 . Weyl 的 理论 (人 参看 第 V 编 ) 刷新 了 
Bateman 的 定理 , P. Frank*37? 对 以 下 事实 作 了 简单 的 证 明 : 
洛 伦 兹 群 跟 通常 仿 射 变换 群 联 在 一 起 是 麦克 斯 韦 方程 组 能 对 
之 协 变 的 唯一 的 线性 群 . 
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爱 因 斯 坦 在 他 的 第 一 篇 论文 中 已 指出 ， 只 要 已 知 一 个 点 
电荷 在 无 限 小 速度 时 的 运动 情况 ， 则 相对 论 能 使 我 们 对 这 个 
所 电荷 以 任意 速度 在 电磁 场 中 的 运动 情况 作 十 分 确切 的 描 
述 ， 这 里 点 电荷 的 意义 是 指 一 个 线 度 很 小 的 电荷 ， 在 它 所 充 
满 的 整个 区 域 中 外 场 可 认为 是 均匀 的 ， 因 此 , 点 电荷 不 一 定 
是 电子 . 设 卫 是 外 电场 的 场 强 ,e 和 mw 分 别 是 一 个 在 坐标 
系 上 ' 中 为 瞬时 静止 的 点 电荷 的 电荷 和 质量 ， 因 此 , 在 攻 ' 中， 

126) E. Cuningham, Proc. Lond. math. Soc., 8 (1910) 77; H. Bateman, 


Proc. Lonad. math, Soc,, 8(1910) 223. 
127) PP, Frank, Ann. Phys., Lps., 35 (1911) 599. 
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a 
To A 一 CE (210) 


借助 于 公式 (194) 式 和 (204) 式 , 我 们 能 够 立刻 推 得 在 系统 人 
中 适用 的 运动 方程 ,在 玉 中 电荷 (与 系统 开 ') 以 速度 4 党 正 
2 方向 运动 . 我 们 得 

(1— B23)3 df3 


=e 玉 .=-e| 卫 十 二 (uA\H) |， 


mo dy _ 1 z 
M1i—pB’ de e| 王 十 二 (uAH)|, (211) 


J dE+= (uNH)|. 


首先 , 可 以 看 到 和 有 过 正好 是 洛 伦 下 的 表达 式 ”” 在 了 其 多 


下 


次 项 而 言 , 这 一 6 注 训 不 是 个 物理 定律 , 只 不 过 是 一 个 力 的 
定义 而 已 。 实 际 上 ,我们 起先 选择 那些 放 在 方程 (211) 的 右边 
或 左边 的 量 ,看 来 是 十 分 任意 的 . 例如 我 们 可 用 (1 一 B”)” 或 
(1 一 83)Y? 乘 两 边 , 然后 把 右边 的 相应 项 作为 力 的 分 量 . 爱 因 
斯 坦 起 初 也 把 eR' 作为 在 运动 系 区 中 的 力 . 但 是 相对 论 力学 
表明 ,最 方便 的 ， 而 且 实 际 上 唯一 自然 的 定义 是 由 普 朗 克 129) 
给 出 的 上 述 的 定义 。 根据 这 个 定义 , 一 个 作 任意 运动 的 电荷 
的 洛 伦 兹 表达 式 


K-o [E+ (u 和 \H) | (212) 
规定 为 力 。 因为 可 以 看 出 , 只 有 这 个 定义 才能 把 力 看 成 是 动 


128) ”参阅 注 4，8$ 3, 方程 (VD. 
129) M. Planok, Verh. dtsch. phys. Ges., 4 (1906) 136, 
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量 对 时 间 的 导数 ， 在 一 个 封闭 的 系统 中 ， 这 个 动量 保持 不 变 
(参看 837). 从 (212) 式 和 (207) 式 ， 我 们 可 得 到 力 的 变换 公 
式 ; 

EK,=K', K,= kK’, MVi—pB’:, K,— RK',MVi—pBi. (213) 
这 里 还 假定 在 给 定 的 时 刻 , 力 所 作 用 的 介质 在 坐标 系 五 ' 中 
是 静止 的 . 

在 早期 的 文献 中 , 由 于 (211) 式 , mo/ (1 一 B23)*3 常 称 为 纵 
质量 , 而 mo/ (1 一 8*)" 称 为 模 质 量 ; 但 是 更 方便 的 是 把 (211) 
式 写 成 下 列 形式 : 


-人 (mi)=K, (214) 

其 中 

Mo 

mI (215) 
现在 是 看 作为 质量 的 .这 一 质量 依赖 于 速度 的 表达 式 是 
由 洛 伦 兹 “基于 电子 也 在 运动 过 程 中 受到 一 洛 伦 兹 收缩 这 
一 假定 , 首先 专门 对 电子 的 质量 导出 这 个 公式 ，Abraham 关 
于 刚性 电子 的 理论 结果 导致 一 个 质量 改变 的 更 复杂 的 公 
式 “》、 洛 伦 兹 关于 质量 改变 的 定律 可 以 从 相对 论 导出 , 而 不 
作对 电子 的 形状 或 电荷 的 分 布 作 任何 特殊 的 假定 ， 这 是 一 大 
进步 . 公式 (215) 对 各 种 质量 均 适用 , 所 以 不 必 对 质量 的 性 质 
130) ”这 个 结果 已 经 明显 地 被 包含 于 普 朗 克 的 论文 中 (参阅 注 129), 后 来 R。 


OQ. Tolman 在 Phd. Mag., 21 (1911) 296 中 详细 地 强调 指出 ， 

131) 参阅 注 10. Proec. Aecad. Sci. Amst. 

132) “人参 冯 注 4，8 21, 方程 (77) 和 (78) . 由 于 它 在 历史 上 有 价值 , 应 该 提 
及 Bucherer 的 有 恒定 体积 的 (可 变形 的 ) 电 子 的 模型 : A. 百 . Bucherer， 
Mathematische Einleitung in adie Blektronentheorie, 1904, 58 页 。 出 可 
见 M. 和 braham，7 Heoyie der Blextirizitat, 第 二 卷 (Leipzig, 1914 第 
三 版 ) 188 页 。 
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作 任 何 假定 ， 象 这 里 就 电磁 力 的 情形 所 作 的 证 明 那 样 ， 以 后 
在 相对 论 力学 中 , 也 将 对 任何 的 力作 推广 (参看 §37)， 因 此 
借助 于 阴极 射线 偏转 的 实验 可 以 区 别 不 变 的 “让 "质量 与 “ 表 
观 电位 质量 2 的 旧 观 念 不 能 再 保持 下 去 了 . 

公式 (215) 或 者 运动 方程 (211) 提供 了 借助 于 快速 阴极 
射线 或 B 射线 在 电场 和 磁场 中 偏转 的 实验 来 检验 相对 论 的 机 
会 . Kaufmannls9 的 早期 实验 似乎 支持 Abraham 的 公式 ,但 
是 Kaufmann 过 分 估计 了 他 所 测量 的 精密 度 . 在 Bucherer  ，， 
Hupka!”) 和 Ratnowskyla7 作 了 实验 以 后 , 相对 论 公 式 已 显 
得 更 为 可 靠 ， 而 Neumann™8) (及 Sohiferl? 的 补充 结果 ) 
和 Guye 及 Lavanchy*0 的 新 近 结 果 更 是 十 分 确定 地 文 
持 了 相对 论 公 式 ， 今天 ， 光 谱 理 论 与 气 谱 线 的 精细 结构 已 
为 我 们 提供 了 确定 电子 质量 的 速度 依赖 关系 更 精确 的 方 


133) 例如 参看 注 4, 8 65. 

134) W. Kaufmann, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, math. nat. K?.,(1901) 
143; (1902) 291; (1903) 90; Ann. Phys,, Lpg., 19 (1906) 487 和 20 
(1906) 639. 

135) A. H. Bucherer, Verh. dtsch. phys. Ges., 6 (1908) 688; Phys. 2., 9 
(1908)755; Ann. Phys., Lps., 28 (1909) 513 和 29(1909) 1063. 也 可 
参看 及 . Wolz 后 来 所 作 的 实验 ，Ann. Phys., Lpg., 30 (1009) 373; 以 
及 Bucherer 与 Bestelmeyer 的 讨论 文章 : A, Bestelmeyer, Ann. Phys.， 
Lpe., 30 (1909) 166; A. H. Bucherer, 30 (1909) 974; A. Bestel- 
meyer, 32 (1910) 231. 

136) 卫 . Hupka, Ann, Phys,, Lpz., 31(1910) 169; 也 可 参阅 W. Heil 的 讨 
论 ，31 (1910) 519. 

137) S. Ratnowsky, Dissertation (Geneva 1911). 

188) G. Neumann, Dissertation (Breslau 1914). 在 Ann. Phys., Lps., 45 
(1914) 529 中 的 摘要 ; Q. Schifer 所 作 关 于 Neumann 实验 的 报告 ， 
Verh. dtsch. phys, Ges., 15 (1913) 935; Phys. 2., 14 (1913) 1117., 

139) OU. Behifer, Ann. Phys., Lp:., 49 (1916) 934. 

14U) Ch. E. Guye 和 Ch, Lavanchy, Arch. Sci. Dhys. nat., 41 (1916) 286, 
353 双 441， 
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法 *?， 这 完全 确认 了 相对 论 公 式 , 因此 可 以 认为 它 已 被 实验 
所 证 实 。 到 现在 为 由 ， 尚 不 可 能 在 实验 上 确定 除了 电子 质量 
以 外 的 质量 的 可 变性 , 因为 效应 太 小 ， 即使 对 快速 的 a 粒子 来 
说 也 嫌 太 小 1 

若 代 替 我 们 考虑 单位 体积 中 的 力 ( 力 密度 )， 


f—p [E+ (uN\H) | (212a) 


而 不 考虑 作用 在 总 电荷 上 的 力 , 则 方程 (211) 可 以 写成 不 变 的 
形式 . 这 个 表达 式 启 示 我 们 可 组 成 反 称 张 量 Fw 与 四 维 电流 
密度 * 的 乘积 ， 

fi= Fins®, (216) 
所 得 的 矢量 f; 具有 分 量 


(fi, fs, f3)=E, fu=ip (Eu »). (217) 
日 位 体积 中 的 力 (7 密度 ) RAR 的 二 个 至 癌 分 量 所 


所 作 多 < 单位 体积 的 二 由 oe, 人 妆 本 上 已 经 
承认 了 这 一 重要 事实 ， 接着 闵可夫 斯 基 s4e) 清楚 地 描述 了 这 一 
事实 . 从 (201) 式 和 (216) 式 ,我们 可 看 到 ， 四 维和 拓 量 fi 与 速 
度 矢 量 必 垂下 ， 
fu =0., (218) 
现在 我 们 可 以 把 运动 方程 写成 不 变 的 形式 ; 实际 上 可 用 
两 种 方法 来 写 . 第 一 种 方法 是 引入 四 维 矢 量 到， 其 分 量 为 
141) K. Glitscher, Dissertation (Munich 1917), 在 Ann. Phys., Log., 52 
(1917) 608 中 的 摘要， 也 可 参阅 A. Sommerfeld,，Atombaw wna 
Spextralinien(Braunschweig 1919 第 一 版 ,378 页 以 下 ; 1920 第 二 版 ， 
370 页 )。 索 末 非 指出 W. Lenz 是 这 个 方法 的 创始 者 。 
1 见 补 注 9. 
54a) ”参阅 注 54 , (了 )，。 
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_ EK 
(Ki, K,, kK,) ~ 1—B3 
(DA (219) 
1—B? 


实际 上 ， 从 力 的 变换 公式 (213) 已 经 可 以 看 出 , 这 些 量 构 成 一 
个 四 维 矢 量 . 人 们 称 /M1 一 B? 为 闵可夫 斯 其 为 ， 以 别 于 
和 牛顿 力 .运动 方程 简单 地 为 

mo 9 或 mo Qu 和 ~K, (220) 


第 二 种 方法 是 把 运动 方程 应 用 于 音 位 体 各 若 to 是 静止 质 
量 的 密度 mo/Vo， 则 

Ko Df, -3 =f. (221) 
但 是 , 应 该 注意 , 当 人 们 对 f; 赋 以 《216) 式 的 意义 时 ， 对 电子 
而 言 , 后面 那 些 方程 的 物理 意义 不 是 十 分 清楚 的 (参看 第 V 编 
$ 63); 在 电子 的 情形 中 , 只 当 右 边 不 考虑 粒子 的 自 场 时 , 它们 
才 成 立 . 

当 %=4 时 , (220) 式 和 (224) 式 得 出 能 量 方程 ， 它 是 运动 
方程 的 一 个 结果 . 实际 上 (220) 式 或 (221) 式 中 四 个 方程 不 是 
独立 的 , 因为 者 以 % 作 标 积 , 利用 (192) 式 和 (218) 式 , 可 得 恒 
等 式 0=0. 

关于 力 矢 量 定义 和 运动 方程 的 推广 可 见 8 37. 


30. 电磁 场 的 动量 和 能 量 . 守恒 定律 的 微分 形式 和 积分 形式 

在 电动 力学 中 ， 可 以 证 明 洛 伦 兹 力 密 度 f 可 用 麦克 斯 韦 
应 力 所 引 起 的 表面 力 与 以 太 的 动量 密度 的 ( 负 的 ) 时 间 导 数 之 
和 来 表示 “应力 张 量 定义 为 


142) 参阅 注 4， 8 7. 
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Ti = ( EEFr — 三 En 十 (HH 一 亏 H?64) 


(%, b=1, 2， 3)， 
而 电磁 动量 定义 为 
g- 二 S$,， $=c(EAH), 
则 
f=—divT—g. (D) 
现在 可 以 看 出 , 这 一 矢量 方程 可 与 (标量 的 ) 能 量 方程 


tdivS——f.u, 村 一 去 (了 十 于? (E) 


结合 成 一 个 四 维 矢量 方程 3 首先 我 们 可 由 面 张 量 Fn 作出 
一 个 对 称 的 二 秩 张 量 
SY — 三 (PrP — PY Pr) = Pu Pr— I PsPrdt, (222) 
可 以 看 出 它 的 标 值 为 零 ， 
Si=—0., (223) 
它 的 分 量 为 
Sr = — To (%, p=1, 2， 3), 
(S1, Sz, S3) 一 (S14, S24, S's4) -之 S =icg, (224) 
一 4 一 S4 一 一 了 
因此 S 的 空间 分 量 基本 上 等 于 电磁 应 力 张 量 的 分 量 , 空间 -时 
间 分 量 等 于 坡 印 亭 矢量 和 动量 密度 , 时 间 分 量 等 于 能 量 密度 . 
所 以 借助 于 四 维 矢量 上 (由 (216) 式 定义 ), 方程 (D) 和 (了 五) 可 
以 结合 成 方程 组 . 


143) ”参阅 注 4, § 6. 
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NQF 
fi~— 3 (f= —DivS) (225) 


(这 首先 为 闵可夫 斯 基 *9 所 注意 到 )， 当 ij=1, 2, 3 时 , 它们 
代表 动量 守恒 ， 而 当 i=4 时 则 代表 能 量 守 恒 。 基于 这 一 理 
由 ，(225) 式 通常 称 为 能 量 -动量 守恒 定律 ， 而 8 称 为 电磁 场 
的 能 量 -动量 张 量 。 

还 可 看 出 ,引入 四 维 记号 以 后 , 由 场 方程 (A) 和 (B) 推导 
方程 (C) 和 (D) 就 可 以 大 大 简化 . 车 使 由 与 四 维 矢 势 等 同 ， 
Fw 与 场 强 张 量 等 同 , 而 S' 与 四 维 电 流 密度 矢量 等 同 , 则 公式 
(176) 与 (225) 式 等 同 ， 所 以 要 得 到 (225) 式 , 我们 只 须 在 8 23 
(a) (这 使 之 大 大 简化 ) 的 推导 中 考虑 gi 为 常量 的 特殊 情形 就 
好 了 . 但 是 要 作 直 接 的 计算 也 是 很 容易 的 . : 

能 量 -动量 方程 的 相对 论 性 解释 , 不仅 在 形式 方面 ,而 且 
在 物理 内 容 方面 提供 了 一 些 新 的 东西 .假使 能 量 方程 [(225) 
式 的 第 四 个 分 量 方程 ] 对 任 一 坐标 系 成 立 , 就 可 以 自然 地 得 出 
动量 方程 , 两 者 在 描述 物理 过 程 时 是 完全 等 效 的 . 跟 (也 ) 式 
中 的 8 被 解释 为 能 流 密度 相当 ， 量 Tw 可 认为 是 动量 流 密度 
的 分 量 . 由 于 动量 本 身 已 是 一 个 矢量 , 因此 动量 流 密度 形成 
一 个 (在 普通 空间 的 ) 张 量 , 以 别 于 矢量 S$， 这 样 一 来 , 以 前 被 
认为 是 纯粹 数学 量 *5 的 麦克 斯 书 电 磁 应 力 张 量 就 被 赋予 十 
分 真实 的 物理 意义 . 这 个 论证 是 由 普 朗 克 *% 作出 的 . [关于 
这 种 解释 和 方程 (225) 对 非 电 磁 动 量 的 推广 参阅 $ 42.] 根据 


144) ”参阅 注 54, (IT). 

145) ”参阅 注 4, $7, 163 页 。 

146) M. Planck, Verh. atsch. phys. Ges., 6(1908)728; Phys. 2., 9 (1908) 
828. 假使 人 们 接受 这 个 解释 , 则 不 得 不 受 焉 述 的 伴 辟 所 苦恼 : 即使 在 动 
量 密度 处 处 为 零 的 情况 , 可 以 存在 动量 流 (例如 ， 在 一 纯粹 的 静电 场 的 
情形 中 )。 对 于 能 流 ,不 可 能 发 生 一 相应 的 情况 。 
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(225) 式 , 在 有 有 质 动力 作用 于 物质 上 的 那些 后 ， 就 产生 电 和 从 
动量 (能 量 ) ,或 者 变 成 机 械 动量 (能 量 ) ，( 参 看 第 编 关于 把 
各 种 动量 和 能 量 看 成 是 电磁 起 源 的 尝试 .) 但 是 在 所 有 其 他 
”各 点 ， 电磁 场 的 动量 和 能 量 象 一 般 可 压缩 的 流体 那样 具有 相 
同 的 流动 性 质 . 稳定 场 的 特殊 情况 相当 于 由 不 可 毁灭 的 物质 
所 组 成 的 不 可 压缩 的 流体 ， 

张 量 Si 既 与 能 量 -动量 密度 有 关 , 问题 就 产生 了 , 一 个 系 
统 变 换 到 一 个 运动 的 坐标 系 时 ， 它 的 总 能 量 和 总 动量 的 性 质 
将 会 如 何 呢 ? 我 们 不 想 把 $ 42 中 对 一 般 情况 的 讨论 预 作 介 
绍 . 而 在 这 里 只 考虑 动量 和 能 量 纯粹 是 电磁 性 质 的 情况 ， 换 
言 之 ， 在 此 情形 中 ， 力 密度 f; 和 电荷 密度 到 处 为 零 ， 所 以 由 
(225) 式 可 得 | 
: 08 -0 (DivS=0). (2258) 


Orv” 
在 空间 自由 传播 的 任意 形状 的 光波 的 场 也 是 这 样 . 设 场 充满 
一 个 有 限 的 体积 , 因此 它 的 总 能 量 和 总 动量 也 是 有 限 的 . 在 
世界 图 象 中 , 这 相当 于 一 个 具有 有 限 截面 的 管子 .因此 , 我 们 
这 里 所 讨论 的 情况 是 与 $21 中 所 讨论 的 情况 完全 相同 根 
据 那 里 所 得 到 的 结论 可 知 : 把 量 8# 对 整个 体积 积分 ， 我 们 束 
可 得 到 一 个 四 维 矢 量 的 分 量 : 


= 三 | | | Siapy. (226) 

由 于 (224) 式 , 这 些 分 量 以 十 分 简单 的 方式 与 系统 (光波 ) 的 总 
动量 G 和 总 能 量 互相 联系 : 

(7 Ja ya) =cG， Js=ih. (227) 


维 矢 量 ， 因 而 我 们 可 从 公式 (186) 和 (187) 立 即 得 出 变换 公式 
如 下 ， 
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Gs— (w/e )E 

V1i—pB? ” 
EF — ov, 
V1—pB” 
还 应 该 注意 ,矢量 J 不 能 是 类 空 的 . 假使 是 类 空 的 话 , 将 会 
存在 一 个 G0 而 如 =0 的 坐标 系 . 但 是 这 是 不 可 能 的 , 因为 
只 当 无 场 存 在 时 , 才能 为 零 ， 所 以 有 


1 可 二 0， 6< 过 . (229) 


因此 , J 只 能 是 一 个 零 矢 量 或 者 是 一 个 类 时 矢量 . 第 一 种 情 
形 的 例子 是 侧面 有 界 的 有 限 长 的 平面 波 . 因为 ,大 家 知道 , 在 
此 情形 下 ，G== 召 /ce。 但 是 由 于 这 个 关系 能 写成 JW!=0 的 形 
式 , 所 以 它 必须 对 任 一 参考 系 均 成 立 . 若 w 是 在 KK 中 测 得 的 
光线 传播 方向 与 KK' 相对 于 乓 的 速度 之 间 的 夹 角 , 我 们 可 从 
(228) 式 得 到 有 限 平面 波 ? 的 能 量 的 爱 因 斯 坦 变 换 公式 
: 1i1—B8cecosa 

万 -一 了 (228a) 
另 一 方面 ， 若 本 是 类 时 的 ， 总 存在 一 个 总 动量 为 零 的 坐标 系 
下 若是 在 中 的 总 能 量 的 量 值 ， 由 (228) 式 可 知 ， 对 
一 相对 于 Ko 以 速度 VV 运动 的 系统 KK 而 言 ,有 


G, = G,=G,, G,=G,, 


(228) 
EF'= 


. Eo 
“一 V1i—pB? 
(228b) 
LV IJ _V 
Mi-pB —B 0 


这 种 情况 的 一 个 例子 是 一 个 有 限 宽度 的 球面 波 ， 或 者 是 一 个 


147) 参阅 注 12, § 8. 
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由 两 个 等 幅 而 反 向 的 平面 波 所 组 成 的 系统 . 关于 这 些 关 系 对 
非 电磁 动量 和 能 量 的 推广 可 参阅 8 42. 
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邦 卡 勒 * 早已 确信 Sechwarzschild 的 作用 积分 *? 对 洛 
伦 兹 群 ! 的 不 变性 。 后 来 玻 恩 用 四 维 记号 很 清楚 地 将 作用 原 
理 表 成 公式 . / 
Sohwarzschild”*9) 首先 对 三 维 体积 积分 , 作出 拉 格 朗 日 函 
下 
于 | (He 一 了 )aP + je | - > Aul dy, 


并 由 此 对 时 间 积 分 得 到 作用 函数 . 对 空间 和 时 间 的 积分 自然 
可 以 合并 成 一 个 四 重 积分 设 工 是 不 变 式 


工 = 访 Far H?— E?, (230) 
则 (二 重 ) 作 用 函数 可 简单 地 表示 成 下 列 形式 ，. 
W = | (L—2gs) 95. (281) 
因此 这 个 作用 原理 指出 在 某 些 条 件 下 邢 的 变 分 为 零 , 即 
5W =0. (232) 


这 些 条 件 是 
(i 1 ) 积分 矿 是 对 一个 给 定 的 世界 区 域 和 分 并 把 四 维 
矢 势 的 分 量 办 看 作 独 立 变量 ， 而 且 在 积分 区 域 的 边界 上 具有 


148) ”参阅 注 11, R, 0, Cire. mat, Palermo. 
149) KEK. Sechwarzschild, Nachr. Ges. Wiss, Gottingen, 《1903) 125. 也 可 见 
广 4, 8 9. 
150} M. Born, Ann. Phys., Lps., 28 (1909) 571. 
1 见 补 注 10. 
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确定 的 值 ， 四 维 电流 密度 s',， 即 电荷 的 世界 线 , 和 它 的 绝对 值 
是 不 改变 的 .因而 , 由 8 23 的 方程 (174) 及 (175), 方 程 


8W = — yz 3pid5 (283) 


和 (282) 式 可 导出 天 克 斯 韦 方 程 组 的 第 二 组 方程 (208)， 由 于 
一 开始 就 假定 了 四 维 矢 势 的 存在 , 故 第 一 组 方程 已 被 满足 . 

(二 ) 场 儿 是 世界 坐标 的 一 个 已 知 函数 , 并 且 是 不 变 的 ; 
另 一 方面 ， 物 质 的 世界 线 是 可 以 改变 的 ， 因 此 对 荆 积分 对 变 
分 没有 贡献 ,所 以 (231) 式 的 被 积 函数 中 的 第 二 项 必须 首先 加 
以 变换 .假使 de 是 从 属于 某 一 物质 元 的 电荷 元 , 而 + 是 相应 
的 世界 线 的 原 时 〈 从 某 一 任意 选取 的 原点 算 起 )， 那 么 按照 在 
(201) 式 中 赋予 # 的 意义 ,可 得 


Jeoas ic jae |ar, [a'a3 -io 地 Se dz， 
现在 我 们 对 在 物质 的 每 条 世界 线 上 量 出 同样 长 度 所 得 的 世界 


圆柱 积分 . 让 界线 上 的 起 所 和 级 成 是 不 变 的 . 进行 分 部 积分 
后 首先 得 到 


可 38 到- 训 ze| (5 Bi— 2 dw! dr Pe) dr 


QT 
== 一 也 jae | Fora CT 
或 


寺 5W = -| Fasrdotd3 — -|f8wa3. (284) 


然后 玻 恩 按 下 述 方式 进行 推导 . 他 对 上 面 的 变 分 又 附加 了 下 
列 辅助 条 件 : 
8jas=0. (235 ) 
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对 于 这 样 的 世界 线 , 它 的 方向 总 是 类 时 的 , 在 固定 的 端点 和 恒 
定 的 gi 的 情形 中 , 由 $ 35 可 得 


j|or= 到 | 全 6v'd7. (236) 
所 以 在 此 情形 中 , (232) 式 成 为 
Mo 35 一刀 
这 里 vo 是 一 个 恒定 的 拉 格 朗 日 乘 子 ， 若 把 jo 解释 为 静止 质 
量 密度 , 则 这 些 关系 与 (221) 式 一 致 ， 跟 § 29 一 样 , 这 里 又 忽 
略 了 单个 粒子 的 自 场 . 
另 一 方面 ，Weyls55 在 变 分 时 并 不 附加 (235) 式 的 辅助 
条 件 , 但 在 作用 函数 中 加 上 男 一 项 
2| yor? d5=2ic | drm? (a, 
因此 : 
Wi=2 |1o0d3+W, 5W1=0. (231a) 


于 是 (221) 式 仍 可 从 (234) 式 和 (236) 式 得 出 . 
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(a) 势 方 程 的 积分 “如 所 周知 ， 当 已 知 * 为 空间 和 时 间 
的 某 一 函数 2 时 , 微分 方程 (207) 和 (209) 具 有 解 : 


-一 Po, trpe/o -一 (pU/c)e,t -reo/a 
gp,s | dVo, An, 人 re do，(237) 


151) 了 H. Weyl, Raum-Zeit-Materie (第 一 版 ) 8 32, 215 页 。 

152) ”参阅 注 4, 方程 (XI) 和 (XID). 我 们 将 不 去 讨论 要 用 到 超前 势 的 另 一 
个 解 [在 公式 中 以 疆 (r/e) 代 蔡 t 一 (r/c)], 自从 里 兹 首先 提出 这 个 解 
以 后 , 曾经 展开 许多 的 讨论 (参阅 注 21). 
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在 这 些 势 的 表达 式 中 , 并 未 完全 用 到 微分 方程 的 空间 -时 间 对 
称 性 . 但 是 ，Herglotz*3 在 相对 论 诞生 以 前 所 发 现 的 一 个 方 
法 中 已 经 这 样 做 了 . 这 个 方法 的 出 发 点 是 方程 (209) 的 特 解 
1 
(Rpo)® 

其 中 了 和 4 是 两 个 世界 点 ， 而 BR 是 它们 的 四 维 距离 . 
Herglotz 将 上 式 乘 以 一 适当 的 函数 s(Q@)， 并 在 复 平面 如 中 
按 正方 向 沿 着 从 上 至 co 的 曲线 积分 , 由 此 得 到 了 势 的 通常 表 
达 式 .这 个 方法 的 优点 在 于 计算 场 强 时 可 先进 行 微分 然后 
进行 回路 积分 。 这 样 可 使 计算 十 分 清楚 . 后 来 索 末 非 “ 在 
相对 论 的 影响 下 , 修正 并 充实 了 Hergjlotz 的 方法 . 

对 于 点 电荷 可 从 (237) 式 求 得 李 纳 特 - 魏 西 尔 德 (Liénard- 
Wiechert ) 热 155) 

| 


bo 
4T 一 
FP,t Tp (Up/c) [tf 一 (他 /0) ? 


(238) 
eu/e 
FFC) leew 
” 式 中 ;是 联结 电荷 在 时 刻 1 一 (rp/c) 的 位 置 与 场 点 的 矢量 
按照 六 可 夫 斯 基 *0 的 方法 , 这 可 用 四 维 矢量 来 解释 , 令 
和 6) (239) 
是 电荷 的 世界 线 , 它 是 原 时 的 函数 ,而 卫 是 场 点 , 同上 面 一 样 . 
通过 尸 向 过 去 作 -一 “ 零 锥 >， 它 与 电荷 的 世界 线 相交 于 @ 点 ， 
假使 世界 线 的 方向 总 是 类 时 的 话 ， 则 交点 @ 将 是 唯一 的 ， 车 
必 是 场 点 的 坐标 , 旦 


158) Q. Herglotz, Nachy. Ges. Wiss. Gottingen, (1904) 549. 
154) ”参阅 注 55, 33, §7, 665 页 以 下 。 

155) ”参阅 注 4 8 17, 方程 (70). 

156) 参阅 注 54,，(I1)， 


4rAp f 一 
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成一 以 一 蕊 ， (240) 
则 下 列 条 件 

四 ,于 ! 一 0， (241) 

就 确定 了 Q,， 因 而 的 相应 值 也 可 看 成 必 的 唯一 的 函数 ， 
vo=f (2). (242) 

利用 (205) 式 和 (190) 式 , 势 的 表达 式 (238) 现 在 可 结合 成 
: dg = 一 二 区 总 (238a) 
引入 原 时 后 可 大 大 简化 场 强 的 计算 .从 (241) 式 首先 可 得 到 

函数 (242) 对 了 点 的 坐标 2* 的 导数 ， z 

闷 ， (5 5 )=0, ry (243) 


其 余 的 计算 是 很 浅 近 的 , 结果 得 出 了 场 强 的 表达 式 


4z F'n = mE 十 ( 7 Cu 人 (ur 一 ww 

+ -2 a Xt). (244) 

假使 现在 在 场 点 上 放 上 速度 矢量 为 妈 的 第 二 个 电荷 2 则 我 、 

们 可 出 (216) 式 求 得 第 一 个 电荷 对 第 二 个 电荷 的 作用 力 K. 
因 之 闵可夫 斯 基 力 的 表达 式 , 亦 即 由 (219) 式 所 定义 的 四 维 天 

量 天 ;可 导出 如 下 : 

47 开 ,一 4gre 万 ol 


-rl (和) 


一 CX) 各 一 Ui wr) | 万 ， 


Tr CT Wt 十 oe dur A (Fi 
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索 末 菲 利 用 上 述 的 复数 积分 法 , 不 仅 导 出 了 李 纳 特 - 魏 西 尔 德 
势 (238a), 而 且 还 导出 了 (244) 式 和 (245) 式 . (246) 式 是 与 
Schwarzscehild157? 的 “基本 电动 力 ” 相 一 致 . 

(B) 一 个 作 科 速 运 动 的 点 电荷 的 场 ” 因 为 电子 论 是 与 相 
对 论 一 致 的 , 就 计算 某 一 电子 运动 的 电磁 场 而 言 , 相对 论 不 能 
得 出 相对 论 以 前 的 洛 伦 兹 电子 论 中 所 未 曾 包 含 的 结果 . 但 
是 , 假使 在 某 一 个 特殊 坐标 系 中 的 场 为 已 知 , 则 场 强 的 变换 法 
则 常会 使 我 们 不 必 去 运用 微分 方程 或 普遍 公式 (244)、 例 如 ， 
假使 我 们 现在 要 确定 一 个 在 系统 中 作 勾 速 运动 的 点 电 谷 
的 场 , 就 可 先 确 定 在 系统 ' 中 电荷 处 于 静止 状态 的 场 : 


eé 


由 (207) 式 , 我 们 立刻 可 得 


t 


~ Bo YY EH- .2 
Es 3 v, Ey 3 AVI 一 2 bE: 人 /3 、 /一 82 
H—_° (IT AVI)A]e 
7 一 启 


若 T= (2 y, 2) 是 在 K 中 同时 测定 的 电荷 的 位 置 和 场 扣 间 
的 矢量 , 则 


157) K. Schwarzschild, Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, (1903) 132; 也 可 和 参 
阅 注 4, $ 25. 

158) ”这 一 推导 最 早 见 之 于 邦 卡 勒 的 论文 中 (参阅 注 11, B.C，0irc， riat. 
Palermo, § 5). 
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因此 在 这 里 电场 仍 是 径 向 的 ， 而 磁场 与 径 矢 和 运动 方向 两 者 
沟 相 答 直 ， 在 运动 系统 中 等 势 面 不 是 球面 而 是 记 维 赛 栅 球 
面 , 它 早 在 1889 年 已 为 亥 维 赛 t) 引入 电动 力学 中 。 这 样 一 
个 椭 球 只 不 过 是 对 球 进行 洛 伦 兹 变换 的 结果 . 

考虑 普遍 公式 (244) 的 特殊 情形 也 能 得 到 场 (246) 式 .让 
我 们 引入 矢量 '， 它 从 电荷 的 世界 线 (在 我 们 所 讨论 的 情形 
中 ， 它 是 直线 ) 出 发 并 与 之 垂直 ,而 它 的 终点 为 场 点 。 在 静止 
系统 中 , 矢量 X' 的 分 量 为 (z'，0). 容易 求 得 


Xt 一 "| 一 坟 (Xm 
Z| 一 一 二 (XWw), 


因此 


4x Ti, = pp aE (wR urn!). (246a) 
t 


(7) 双 曲 线 运 动 的 场 ” 次 于 匀速 运动 的 最 简单 的 情况 是 
匀 加 速 运动 , 即 相对 论 中 的 双 曲 线 运动 (参阅 8 26).， 玻 恩 
首先 确定 了 一 个 作 双 曲线 运动 的 点 电荷 的 场 . 索 末 菲 ”” 在 
计算 场 时 应 用 了 回路 积分 劳 厄 382 还 作 了 初步 的 推导 . 设 
到 双 曲 线 的 中 心 为 坐标 系 的 原点 ， 并 令 和 ot 平面 与 双 曲 线 的 
平面 重合 ， 于 是 电荷 的 世界 线 (196a) 上 的 反 


£1=0Q GOS = &t =0a sin 二 ， £2=—£3=0 


通过 (241) 式 与 场 点 人 2,，…, 2 相对 应 , 并 由 下 式 确 定 : 


159) 参阅 注 4, 8 11b, 参见 早期 文献 的 参考 书 . 

160) ”参阅 注 114.， 

161) ”参阅 注 25，33, 670 页 。 

162) M. vy. Laue, Das Relativitdtsprineip (Bravnschwe'g - 1911 年 第 一 版 ) 
108 页 , $ 18 (qd). 
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cos (一) 一 于， 由 一 启 ， (2 和 ) 
其 中 : 
R= Nwa, wl=pcosp, 太一 Psiny， (248) 
四 维 矢 势 的 分 量变 成 
= da 一 一 0， | 
I 王爷 一 | (240) 
上 =- e eosy _ 


drp sin(h—9) 
在 电荷 在 时 刻 i 一 (7/0) 为 瞬时 静止 的 坐标 系 中 ， 四 在 
时 刻 t 的 值 为 零 ， 在 场 点 和 双 曲 线 的 中 心 为 同时 的 系统 中 ， 
我 们 求 得 场 强 : z 
__ i ) 
Pe rp hp op : 


_ i%e[acos(W—9p)—p] 
4A4nap? sin’ (WV — 90) 


6 LR +o? 一 20 


一 


R= de Ow ; (250) 
sy dnpsin*(wW—9g) GD | 
i | 
4nap’ sins(V —g) ] 
) 


a2 


_2 cp 

元 [再 ?十 05)3 一 40202 3 》 

HH=0 
(其 中 我 们 已 经 把 zx 改写 成 功 . 

因此 双 曲 线 运动 构成 一 种 既 不 形成 波 带 也 无 任何 相应 的 

量 射 的 特殊 情况 ，( 另 一 方面 , 当 两 个 匀速 直线 运动 为 双 曲 线 
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运动 的 一 部 分 所 联结 , 就 会 产生 辐射 . ) 

若 要 计算 由 于 双 曲 线 运动 所 产生 的 场 ， 自 然 还 要 引入 一 
个 随 电 荷 一 起 运动 的 ( 非 协 利 略 的 ) 参 考 系统 . 我 们 可 引入 以 
上 用 p 表示 的 量 作 为 2 坐标 ; 最 好 以 角度 2 作为 时 间 坐 标 , 因 
为 它 是 运动 电荷 原 时 的 倍数 .在 这 个 坐标 系 中 , 线 元 变 成 

ds = (dé1)2+ (a6)?+ (dés)?+ (Ed6)? (251) 
(éi=p, 6=0, 6 =0, 6 =9). 
车 利用 第 I 编 中 的 方法 , 可 以 立即 写 出 用 这 些 坐 标 表示 


的 场 方程 组 .， 这样, 这 个 问题 就 变 成 一 个 静 力 问题 而 非 一 维 “ 


的 问题 , 但 计算 并 未 大 大 简化 .和 玻 因 1862 曾 引用 运动 系统 来 讨 
论 过 这 个 问题 , 这 只 是 在 历史 上 有 些 价值 . 玻 恩 所 用 的 时 间 
参数 与 上 面 所 采用 的 不 同 ， 他 回复 到 先前 以 不 变 的 方式 所 表 
述 的 变 分 原理 (参看 3 31)， 从 而 得 到 了 微分 方程 . 

(58) 光 相 的 不 变性 .在 一 面 运动 镜子 上 的 反射 .辐射 压 
强 ”在 $6 中 , 我 们 已 经 从 光 相 的 不 变性 导出 了 多 普 勒 效应 
和 光 行 差 的 相对 论 公 式 . 光 相 的 不 变性 可 直接 从 场 强 的 变换 
公式 加 以 证 明 . 此 外 , 由 于 一 个 平面 波 的 位 相 是 空间 -时 间 坐 
标的 线性 函数 ， 因 而 可 把 它 写成 位 置 矢量 与 四 维 波 矢量 的 
标 积 ， 

—yt+(kK.r)=lw', (252) 

其 中 是 三 维 传播 矢量 ， 它 的 方向 与 波 面 法 线 的 方向 一 致 ， 
而 量 值 等 于 波长 的 倒数 ( 波 数 ) 。 特别 是 当 波 面 法 线 与 zy 平 
面 平行 时 , 我 们 有 


1 一 (全 cosa, Lsina, 0， 4 2). (2528) 


”在 真空 中 , 4 是 一 个 零 矢量 , 因而 立即 可 得 出 $6 中 的 变 


163) “参阅 注 114， 
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换 公式 (15) 和 (16)。 此 外 , 由 于 (204) 式 , 容易 写 下 振幅 4 的 
恋 换 公子 164) 


1!'_4 it—Bcosa 253 
A444 (253) 
若 再 考虑 一 个 侧面 有 界 的 ,有限 的 波 的 体积 了 的 变换 式 
1 Mi—pB? 
V'=V 1—Beosa” (254) 


我 们 可 得 到 波 的 总 能 量 ， 恕 = 地 AP， 这 与 以 前 的 公式 


(228a)1a4 相同 ， 与 (15) 式 比较 后 表明 ,能量 和 振幅 的 变换 跟 
频率 的 变换 方式 相同 ; 另 一 方面 , 对 于 体积 , 则 按 频率 的 倒数 
变换 ， 

BE 4_4 V'v'=Vy. (254a) 


py’ 2 yp py’ 


这 些 关 系 中 的 第 一 个 方程 为 爱 因 斯 坦 所 强调 ， 他 认为 具有 特 
殊 的 重要 性 ; 维 恩 定律 就 与 此 式 有 关 . 
与 这 些 平面 波 的 频率 和 传播 方向 的 变换 公式 密切 相关 的 
是 有 关于 在 一 个 运动 镜子 (假定 它 是 完全 导电 且 为 平面 的 ) 上 
反射 的 诸 定律 . 若 引 入 一 个 随 着 镜子 运动 的 坐标 系 ', 那么 
这 些 定 律 显 然 可 以 还 原 为 对 静止 镜子 能 成 立 的 定律 ”. 这 
”里 相对 论 也 只 能 在 推导 的 形式 方面 有 一 些 新 的 方法 ， 但 就 结 
果 而 言 却 没有 新 的 内 容 32， 实 际 上 ， 早 期 理论 的 公式 是 正确 
165) 参阅 注 12, $ 7. 
166) 参见 W. Hicks 对 在 一 运动 着 的 镜子 上 的 反射 定律 所 作 的 详尽 的 讨论 
(在 相对 论 诞生 以 前 发 表 )，Phi. Mag., 3 (1902) 9; M. Abraham, 
Boltemann-Festschuft, (1904)85 页 ; Ann. Phys., Lpg., 14(1904) 236; 


”Theorie der Blektrizitdt, 第 二 卷 (Leipzig 1905 年 第 一 版 )343 页 ，$40， 
也 可 见 E. Kohl, Ann. Phys., Lpz., 28 (1909) 28. 
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的 ， 因 为 所 有 在 这 些 公式 中 出 现 的 量 都 是 用 同一 系统 中 的 量 
杆 和 钟 来 测量 的 ， 因 此 洛 伦 效 收缩 和 时 间 膨 胀 不 会 对 结果 有 
所 影响 . 

设 oa 和 os 分别 为 在 六 中 所 测 得 的 入 射 波 和 反射 波 的 
法 线 与 镜子 运动 方向 所 成 的 角 , 而 % 和 os 分别 是 在 尺 ' 中 相 
应 的 角 ; v1 和 za 分 别 是 在 玉 中 入 射 波 和 反射 波 的 频率 ， 而 
1 一 v2 一 yv' 是 在 KK' 中 相应 的 频率 . 假使 镜子 平行 于 其 本 身 
的 平面 而 运动 , 则 5 一 2m 一， 由 (15) 式 和 (16) 式 也 可 得 . 
oa 一 2 一 ai，2a 一 0。 换言之 ， 在 此 情形 中 ， 反 射 定 律 与 镜子 
为 静止 的 情况 并 无 不 同 . 而 且 ， 只 有 党 镜子 法 线 方向 的 速度 
分 量 是 重要 的 . 所 以 可 以 认定 : 镜子 垂直 于 其 本 身 的 平面 而 
运动 ; 设 镜子 的 速度 " 沿 内 法 线 方向 时 为 正 值 , 则 wm 和 om 以 
及 oi 和 as 就 分 别 为 入 射 角 和 反射 角 . 因此 

02 一 条 一 0 
则 由 (15) 式 和 (16) 式 可 得 
va(ll—Beosas) =v1(1— Beosa), (255) 


v2 Sn G2 = v1 SiN ol， : (256) 


tan 严 一 ce 1+B tan a (257) 
2 2 
此 外 ， 


由 此 我 们 可 得 
(i+B?)ecosa ~—2B8 
C0g oa 一 5 (257a) 
以 及 
工 一 28 cos al 十 3 


I (258) 


22 一 2 
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Bateman*? 提出 了 推导 这 些 公式 的 一 个 十 分 妃 妙 的 方 
法 .要 在 中 求 得 入 射 波 与 反射 波 的 位 相 源 ， 只 须 把 2 换 
成 一 2 . 这 就 说 明了 对 镜 象 的 过 湾 . 要 在 KK 中 求 得 相应 的 
变换 ， 必 须 利用 一 个 转 过 十 9 角 [由 (187) 式 决定 ] 的 虚 转 动 ， 
首先 过 渡 到 EK'， 然后 倒转 2 轴 , 最 后 转 过 一 9 角 回 到 下. 但 
是 ,这 些 运算 相当 于 一 个 转 过 2p 龟 的 转动 和 一 个 相继 的 。 轴 
的 倒转 ， 

因此 , 若 我 们 令 


tan 2p= VY, i 
C 
则 由 (187) 式 ， 
20%w (259) 
2 十 v2? : 
1+B8> .于 一 
co8 20 一 1 ， sin 27 一 ?于 全 
下 列 变换 
一 _ | 2 习 
ze Ut __C+o 7 2c 7) 


TIE 2 
(Djeoe Ot 

VI C—O 

给 出 运动 的 镜子 中 物 (2, 人 与 象 (z, 了) 之 闻 的 联系 . 在 运动 
的 镜子 上 二 针 的 一 点 已 变换 成 为 它 本 身 (* 一 2， 一 从 ;着 物 
以 与 镜子 相同 的 速度 运动 (2=?; 十 46)， 则 象 也 必 以 同样 的 到 
度 运动 (5 二 名 十 6), 在 区 中 静止 的 一 点 的 象 以 速度 U 运 到 ， 
这 也 可 以 根据 速度 合成 定理 把 2 与 vo 合成 而 得 . 将 (260) 式 代 
入 ， 运动 镜子 上 的 反射 波 的 相 可 以 直接 由 入 射 波 的 相 而 求 得 ， 


2 
167) H. Bateman, Phil. Mag., 18 (1909) 890. 


(260) 
一 
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关系 式 (357)，(257a)，(258) 可 以 写成 与 式 ah (16), 
(17) 干 分 相 类 似 的 形式 ， 


mr 一 oa /十 (To er， 人 
tan 一 5 一 yy) tan -二 (257') 


cosa— (U /ce) ; 
COS (5 ca ) 一 了 工 二 (U7o)eoso， (257 3 ) 
ya—v: 工 一 (Ce)cos oa (258’) 


1— (Uc?) ” 
由 于 > 轴 的 倒转 ， 每 处 都 要 用 一 oa 来 代替 ao， VarTigakl165) 
用 Bolyai-Lobachevski 几何 学 解释 了 这 些 公 式 . 

关系 (254a) 使 我 们 可 以 立刻 写 下 在 运动 的 镜子 上 反射 时 


振幅 的 改变 13s*, 
: A 4 
7 ZI1 
7 (261) 
1—2B8cosar+B? 
A,= 4 6 . 


在 单位 时 间 内 和 单位 面积 上 , 出 射 能 量 
可 48(ceosm 一 可 
与 入 射 能 量 
可 1 48( ocosatw) 
之 六 必须 等 于 加 对 于 旨 2 在 单位 时 间 内 所 完成 的 功 polesa)， 
由 此 而 得 的 2 与 相对 论 以 前 的 理论 所 得 出 的 结果 一 一 致 、 
p= Ao =p, (262) 


i 


168) 参阅 注 111. 
168a) ”参阅 注 12，8 7. 


公心- 
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辐射 压强 是 一 个 不 变量 。 在 8 全 中 将 要 证 明 一 切 压 强 都 是 
不 变量 . 

[se) 一 个 运动 但 极 子 的 辐射 场 赫 效 振子 的 场 已 包含 在 
(243) 式 中 作为 一 个 特殊 情形 ， 些 外 ， 假使 我 们 仅 限 于 讨论 波 
带 ( 即 在 远 上 距离 处 ) 中 的 场 ， 马 :可 以 从 偶 极 子 的 中 心 量 起 , 而 
对 于 以， 我 们 可 用 偶 极 子 中 心 的 速度 矢量 来 代 蔡 个 别 电 荷 运 
动 的 速度 矢量 ， 设 v, 分 别 是 在 时 刻 1 一 (7/e) 侦 极 子 的 速 ， 


度 和 振动 电荷 的 加 速度 ; 和 及 一 了 一 " 一 分 别 为 偶 极 子 相 
对 于 场 点 的 推迟 的 位 置 矢 量 和 同时 的 位 置 矢量 ;ri 为 单位 矢 
量 r/r， 而 了 ; 为 相应 的 矢量 , 及 一世 一 了 一 (V/0); 9 是 和 
r 间 的 夹 角 ， 则 由 于 (241) 式 , 我 们 可 得 


6 。 . 
i er yD {(T1°V)Ri—Vv(BRi.r:)} 


e . 
IIB 08 0)" 人 RAY (263) 
_ 6 ,ff (V/A\r1) , 
也 一 4zc2y( 工 一 B 6080)’ te V) 6¢ + (YAr)] 

一 IT1 人 了. 

相对 论 能 使 我 们 由 静止 偶 极 子 场 的 赫兹 公式 导 出 这 些 公 

式 (首先 为 玄 维 赛 1” 求 得 ,后 来 为 Abrahamaro 更 精确 地 求 
得 )， 最 简单 的 步骤 是 应 用 邦 卡 勒 *"? 的 方法 来 求证 卫 和 瑟 
互相 重 直 且 与 ri 垂直 ， 而 且 在 运动 系统 中 它们 具有 相同 的 

169) 0. Heaviside, Nature, Lond.,67(1902)6; 也 可 参阅 注 4, $ 14, 180 页 

及 那里 所 引 的 参考 书 。 

170) M. Abraham, Ann. Phys.,Lpe., 14(1904)236; Theorie der Blektrieitdt, 
”第 二 卷 ，(1905, 第 一 版 ), 8§ 13 一 15. 

171) ”参阅 注 11, B, 0. Cire, mat., Palermo., 
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值 . 这 一 点 可 以 用 不 变 的 矢量 方程 
FuR*=0, 下 wx 一 0 

表示 出 来 . 

因此 , 我 们 只 要 从 张 量 Sw 的 变换 公式 去 计算 能 量 密度 就 
可 以 了 . 

劳 厄 32) 从 相对 论 的 观点 考察 了 一 个 运动 偶 极 子 所 发 身 
动 的 量 和 能 量 . 由 于 波 场 的 存在 并 不 依赖 于 电荷 ,方程 (228b) 
在 此 处 必 能 成 立 。 当 计 及 时 间 膨 胀 , 我 们 可 求 得 单位 时 间 内 
发 射 的 能 量 ， 


四 dB 
a ads 
但 是 在 静止 系统 中 有 
0 -9 7 
ct Ges 
因而 加 速度 的 变换 公式 (193) 直接 引导 到 
_ab _ 0 [ss 2 202+02 _ 达 二 全 
dt 6rcs TY -BD 
er (V*V)? 
CI— gy pv + py)| 2 
aG Vv db 
Ta ~ oe dt.: 


这 些 方程 是 与 Abraham 根据 场 强 (263) 式 所 进行 的 计算 一 
致 的 ， 发 射出 来 的 能 量 是 由 Y 的 纵向 分 量 和 横向 分 量 各 目 
贡献 的 能 量 之 和 . 

假使 从 系统 长 来 考察 这 个 过 程 ， 值得 注意 的 是 偶 极 子 
的 速度 并 未 因 辐 射 而 改变 ( 它 在 区 ' 中 永远 为 零 )， 但是, 由 


172) M.v. Laue, Verh. dtsch. phys. Ges., 10 (1908)888; Anm. Phys., Lp2., 
28 (1909) 436. 
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于 能 量 的 惯性 , 尽管 有 动量 辐射 (264) 式 (参阅 $ 41), 但 并 不 
违反 动量 守恒 定 律 

(LZ) 辐射 反作用 ” 当 V=0 的 某 一 时 刻 ， 辐 射 反 作用 的 
大 小 由 下 式 给 定 1 


劳 厄 "0 和 Abraham*™ 根据 这 个 公式 应 用 治 伦 兹 变换 各 自 
导出 了 作用 于 一 个 运动 电荷 上 的 辐射 反作用 的 表达 式 .， 要 得 
到 这 个 式 子 , 只 要 能 够 求 出 一 个 矢量 及 , [参阅 (219)], 使 它 
的 三 个 空间 分 量 在 V=0 时 与 上 述 表达 式 中 的 区 一 致 , 而 它 
的 时 间 分 量 则 为 零 ， 为 此 目的 , 把 ;写成 下 列 形式 

9 
并 根据 条 件 Kw 二 0 来 确定 a， 由 (159) 式 和 (192) 式 我 们 求 
得 : 


1 Qu 1 du du 
ac 一 桓公 dra ca dr dr’ (266) 
因而 有 的 最 后 表达 式 为 
0 1 .， 。 3(V.V) 
至 一 Grrcs {tv c(1—B’) 
Vv J 3(VeV)? z 


”Abraham™ 还 证 明 , 把 及 对 辐射 过 程 的 时 间 取 积分 就 等 于 所 
发 射 的 动量 , 同样 (Vv 及 ) 对 时 间 的 积分 则 等 于 所 发 射 的 能 量 . 
178) 参阅 注 4, 190 页 ,方程 (74). 
174) ”参阅 注 172. 
175) M. Abraham, Theorie der Blektrisitdt， 第 二 卷 (1908 年 第 二 版 ) ,387 
页 。 - 
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对 于 双 曲 线 运动 ，K 应 等 于 零 , 因为 没有 发 生 辐射 [参阅 上 面 
的 (7Y)]. 
33. 闵可夫 斯 基 的 运动 物体 唯 象 电动 力学 

原则 上 ， 所 有 关于 运动 物体 的 电动 力学 中 的 问题 可 用 电 
子 论 中 的 场 方程 (203) 和 (208) 来 解决 . 由 于 我 们 对 物质 结构 
的 知识 还 不 充分 , 因此 我 们 必然 要 问 , 若 从 实验 上 已 获知 静止 
物体 的 过 程 ,那么 相对 论 原理 能 使 我 们 对 运动 物体 的 〈 宏 观 ) 
过 程 作出 怎样 的 陈述 . 闵可夫 斯 基 1e) 回答 了 这 个 问题 . 他 
证 明了 运动 物体 的 方程 可 以 明确 地 从 相对 论 原理 和 静止 物体 
中 的 麦克 斯 韦 方程 组 

1 8B 


curlEt+~ -a =—0, diy B=0, (F') 
1 2D », ， | 

co 再 一 村 -元 -一 div D=p, (G) 

D=eE, B=H, J~=oE (H) 


推出 正如 把 电子 论 场 方 程 用 四 维 形式 写 出 那样 , 我 们 可 先 
把 不 包含 电荷 密度 和 电流 密度 的 那些 方程 合并 起 来 ， 然 后 把 
其 余 的 方程 合并 起 来 . 这 就 要 引入 下 列 的 两 个 面 张 量 . 
(Fg, Fs, F'ss) 一 4 也 ， (万 233， Fas, 12) =B, (267) 
(Ha, Hss, Hss)=iD, (Hss, Hs, His)=H, (268) 
以 及 下 列 的 四 维 矢量 . z : 
(J5, J 3, J 3) =d, J*=ip, 
并 有 相应 的 变换 公式 


176) ”参阅 注 54,(ID; 也 可 见 爱 因 斯 坦 和 和 J. Laub 不 用 张 量 分 析 的 推导 ， 
Ann. Phys., Lpz., 26 (1908) 532. 
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EE, EEt(/)(vAB)), 


二 -一 83 
B' =B,, oA (267a ) 
一 
D',=D,,D'— -D+ YE, 
H'-H,, H' -EA | (268a) 
一 
“1 让 Sf, Ty, en (269a) 


当 物体 在 K' 中 为 静止 ， 且 了 是 物体 在 K 中 的 速度 〈 以 别 于 
电子 的 速度 0) 及 6 一 2/o。 则 方程 组 (F) 和 (G) 对 于 运动 物 
体 仍 适用 , 并 且 可 以 写成 如 下 的 形式 ; 


az 上 apy 1 2 _0 人 -0) (270) 
[i 
oH 一 .7 (271) 


这 些 公式 只 对 作 匀 速 运动 的 物体 才 严 格 成 立 ， 且 由 于 场 的 可 
和 迭 加 性 ， 它 们 对 于 几 个 各 以 不 同 的 速度 作 匀 速 运动 且 为 真空 
区 域 所 分 隔 的 物体 也 成 立 . 物体 的 加 速度 愈 小 , 则 (270) 式 和 和 
(271) 式 近似 正确 的 程度 一 般 也 愈 好 . 

至 于 这 些 方程 中 出 现 的 各 个 量 的 物理 意义 , 我 们 可 以 说 ， 
玉 , D(B, 五 ) 代 表 在 真空 中 作用 于 静止 在 玉 中 的 单位 电 ( 磁 ) 
荷 上 的 力 ; 在 有 质 媒质 中 ， 它 们 没有 直接 的 明显 意义 而且， 
J, p 可 认为 是 也 处 于 系统 刁 中 的 电流 密度 和 电荷 密度 .对 
于 可 ,Pp 在 J'~0 的 非 导体 情况 中 的 证 明 可 以 直接 由 (269a) 
式 推 得 ， 在 此 情形 中 , p 等 于 p'/YV1l 一 B83， 即 de 一 pq 为 不 
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变量 , 且 J 了 =pv/c 等 于 对 流 电 流 。J 还 十 分 普遍 地 满足 连续 
性 方程 : , 
r=0. (272) 
所 以 J 一 般 是 传导 电流 和 对 流 电 流 之 和 , 而 p 是 电荷 密度 . 
车 以 在 K 中 测定 的 作用 于 随 物体 一 起 运动 的 单位 电 
“( 酸 ) 荷 上 的 力 B*( 了 HH*) 来 代替 E( 耳 ) 也 是 方便 的 。 从 式 
(213) 及 (267a)，(268a) 我 们 求 得 : 


EEt+r(vAB), H'- 互 -二 (YAD)， (273) 
与 吾 和 互 不 同 , 这 些 矢量 在 有 质 体内 部 也 具有 直接 的 物理 意 
义 。 此外, 当 引 进 卫 ， 责 * 以 后 , 场 方程 组 (270), (271) 就 采 


取 简 单 的 形式 . 设 A 是 一 个 任意 的 矢量 , 我 们 规定 阜 的 运算 
如 下 下 . 


d | 
血 |Ardo -|Anao, 
这 里 积分 是 对 随 物 体 运 动 的 曲面 进行 的 . 故 ”“” 
A tvdivA—ourl (vAA), 
而 场 方程 组 可 以 写成 
curl E* = -二 B, divB=0, | 


(274) 
curl H* = 


Jo 是 传导 电流 


D+J,, div D=p, 


C 


=p 一 二 J. (275) 


177) 参阅 注 48，§ 4, 78 页 ,方程 (12) 及 (13)， 
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方程 (274) 也 可 使 我 们 过 渡 到 积分 形式 "»， 由 变换 公式 


JJ 一 A Tio (276) 
OT) 
p= p'+ (1/c) (ve) 
Mi—pB’ 


(参看 8 34 中 关于 这 些 公式 的 基于 电子 论 的 推导 ). 
假使 我 们 不 附加 以 联系 B*, H* 和 D, B 之 间 的 方程 , 则 
方程 (BE)，(G) [或 (27 多 式 ] 只 不 过 构成 一 个 形式 体系 而 无 物 
理 内 容 ， 这 些 关 系 可 借助 于 至 今 尚 未 用 过 的 方程 (H) 而 求 
得 .由 (267a) 式 , (268a) 和 (273) 式 , 我们 可 立刻 求 得 


D+Li (vAH)-s {E+1i(vAB)) = | 
(278) 


Bi(vAE) =- {HE -AD)) -LH 


178) 参阅 注 48，$6 和 注 4 833. 那里 所 用 的 量 忆 ， 8' 与 我 们 用 的 
E*, H* 等 同 ， 而 那里 所 引 的 方程 (IIIa)， (TV"a) 与 (27 和 ) 式 一 致 . 
虽然 方程 (III”), (IV") 是 与 方程 (F) ,(G) 的 形式 相同 ,但 是 党 伦 效 
的 E 和 瑟 之 间 的 联系 是 与 关系 (273) 中 的 第 二 式 所 表示 的 不 同 。 为 一 
方面 , 他 的 量 吾 是 与 我 们 这 里 所 述 的 E* 等 同 [ 参 阅 方程 (106)], 并 与 
我 们 的 方程 (273) 中 的 第 一 个 相 一 致 。 也 可 参阅 闵可夫 斯 基 自 己 把 他 
的 公式 与 洛 伦 兹 公式 所 作 的 比较 [参阅 注 54, 《IT), § 9 
178a) H. A. Lorentz, “Alte und neue Fragen der Physik”’, Phys. 2., 11 
(1910) 1234; 特别 是 1242. M, v. Laue, “Das Relativitilisprineip’, 
(Braunschweig 1911 年 第 一 版 ) 119. 
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对 卫 和 了 求解 并 消去 于 ,也 *， 这 些 方程 给 出 

D-£( -BB+(ep— {lvAH)/e] ~e(v/oXv* BEY/o}, 
A | 


B_ Lt- OH- (ep — DEAR —n(v/oXv:H)/o} 
(278a) 
并 借助 于 (273) 式 消去 也 , 耳 , 可 得 
D- ste/ vB/ -OAE), 
| 78b) 


DAA 


所 得 出 的 了 于 和 到, 再 人 EE"，H") 之 间 的 关 
一 致 二 2 

正如 (28) 式 可 由 (了 ) 的 头 两 个 关系 求 得 一 样 , 运动 物体 

的 欧姆 定律 的 微分 形式 可 以 由 方程 (再 ) 的 最 后 关系 求 得 ， 由 
式 (276)，(276a) 和 (273)， 我 们 求 得 


Jor =ovV1— BE', Tu A (279) 
这 也 可 以 写成 Cr) 
# 了 (VL 


现在 可 以 把 电荷 密度 的 变换 公式 (277) 表 示 成 如 下 的 形式 
pio(v:E)/e op + E* /0 
z Vi—pB3 MV1i— p63 (277a) 
179) 参阅 注 4, § 45, 227 页 ,方程 (XXXIV"). 对 于 非 磁化 的 物体 , 按照 洛 
伦 兹 的 方法 ,有 


六 一 


B 一 责 一 H' 十 二 工 (WAE) 。 
参阅 前 书 中 的 方程 (ZXXX'), 及 § 42. 
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闵可夫 斯 基 tso 还 将 方程 (278)，(279) 写成 协 变 的 形式 : 
万 入 一 EF wd, 
Firor= 1Hiro | (280) 
或 Fav FavtFnvow=u( Hwvt+ Hnvt Hux), 
及 z 
JJ 十 (oO 一 —oFro. (281) 
这 里 尼 是 物体 的 四 维 速度 的 分 量 ， 要 证 明 这 些 方程 的 正确 
性 ， 显 然 我 们 只 要 证 明 , 对 于 随 物 体 一 起 运动 的 系统 下 '， 这 
些 方程 就 可 以 过 渡 到 关系 ( 豆 ); 这 可 以 很 容易 地 证 明 的 . 
关系 式 (280)，(281) 中 的 每 一 个 关系 代表 一 个 由 四 个 方 
程 组 成 的 方程 组 ， 但 是 第 四 个 方程 可 以 从 其 他 方程 得 出 。 要 
看 出 这 点 可 用 * 与 式 (280)，(281) 作 标 积 , 此 时 两 边 恒 等 于 
过 
边界 条 件 可 借助 于 洛 伦 兹 变换 由 静止 物体 的 边界 条 件 
得 到 ， 在 运动 物体 的 界面 上 , E* 和 了 HH* 的 切 向 分 量 以 及 卫 的 
法 向 分 量 必 须 是 连续 的 。 还 必须 假定 了 是 连续 的 .车 在 EE”， 
H* 的 表达 式 (273) 中 我 们 令 方 程 两 边 的 V 等 于 物体 的 速度 ， 
则 同样 的 条 件 对 为 真空 所 包围 的 物体 的 情形 也 适用 .同样 对 
面 电荷 贺 度 ww, D,i1— Dna = rw. 假使 我 们 要 求 随 物 体 一 起 
运动 的 一 点 的 场 量 的 时 间 导 数 (利用 算 符 ( -区 ) 十 (v*grad) 
求 得 ) 一 直 保持 有 限 2z， 则 这 些 条 件 也 可 以 直接 由 (274) 式 得 
到 . 
正 象 闵可夫 斯 基 的 场 方 程 和 连 络 方程 是 借助 于 洛 伦 兹 变 
180) 吾 . Weyl, Rawum-2Zeit-Materie (1918 年 第 一 版 )， 153 页 ,方程 (46). 
181) ”闵可夫 斯 基 电 动力 学 中 的 边界 条 件 曾 由 爱 因 斯 坦 和 J. Laub 讨论 过 ， 


Ann. Phys., Lpg., 28 (1909) 445 和 M. v, Laue (参阅 注 178a, 128 
和 129 页 )。 : 
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换 从 静止 物体 的 相应 定律 导出 那样 , 所 以 Frank 借助 于 分 
利 略 变换 得 到 了 赫兹 理论 "的 方程 . 


34， 以 电子 论 为 依据 的 推导 方法 


电子 论 中 的 场 方程 组 对 于 洛 伦 效 群 是 协 变 的 ， 这 些 场 方 
程 对 于 静止 的 物体 进行 平均 后 , 就 成 为 麦克 斯 韦 方程 组 .， 央 
此 , 对 于 运动 的 物体 , 它们 必然 导致 疯 可 夫 斯 基 场 方程 .实际 
上 , 玻 轧 ao 根据 闵可夫 斯 基 的 遗 稿 证 明了 这 一 点 ,他 把 电子 
的 运动 看 成 一 种 经 受 变形 的 物体 的 运动 .由 第 一 次 变形 得 到 
了 电极 化 , 由 第 二 次 变形 除 电极 化 外 还 有 磁化 现象 发 生 . 

另 一 点 必须 交代 清楚 的 是 : 为 什么 洛 伦 效 19 根据 电子 论 
得 出 的 方程 与 闵可夫 斯 基 方程 不 同 。 Eranktso 已 证 明 : 这 是 
由 于 未 考虑 到 洛 伦 效 收缩 与 时 间 膨 胀 的 缘故 . Dillenbach ”” 
把 洛 伦 兹 的 论据 自然 地 推广 到 四 维 情况 中 ， 实 际 上 这 是 对 任 
意 结构 的 运动 物体 而 言 的 ， 他 定义 张 量 Fm 为 微观 场 张 量 
Fw 的 平均 ， 电 流 密 度 矢 量 J 为 传导 电子 与 对 流 电 荷 对 于 
(1/e)pouirs 十 (1/c)pouisss 所 作 贡 献 的 平均 . 平均 是 对 “物理 
无 限 小 ”的 世界 区 域 进行 的 .现在 我 们 可 以 由 (208) 式 看 到 ， 
求 极 化 电子 的 电流 密度 矢量 povulu 的 平均 是 一 个 基本 问题 . 


182) P. Frank, Ann. Phys., Lpe., 27 (1908) 897. 

183) EH, Henschke, Dissertation(Berlin, 1912);Ann. Phys., Lps., 40(1913) 
887, 和 I. Ishiwara, Jb. Radioakt. 9 (1912) 560; Ann. Phys,., Lg., 
42 (1913) 986, 根据 变 分 原理 (233) 作 了 推广 导出 场 方程 。 

184) ”Minkowski-Born, Math. Ann., 68 (1910)526; 另 印 有 单行 本 (Leipzig 

1910); 也 可 见 A. D. Fokker, Phil. Mag., 39 (1920) 404. 

185) 参阅 注 4, 同 前 ,第 IV 编 . : 

186) P. Frank, Ann. Phys., Lps., 27 (1908) 1059. 

187) W. Dillenbach, Dissertation (Ziirich 1918); Ann. Phys., Lps., 58 
(1919) 523. 
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利用 跟 洛 伦 兹 完全 相 类 似 的 讨论 ， 唯 一 不 同 的 只 是 以 世界 区 
域 代替 所 有 空间 区 域 , 我 们 求 得 : 


Dj 二 


Pou 可 化 一 DO (282 ) 
这 里 首先 把 民 … 定义 为 
Mi = po (via) 模 化 。 
但 是 由 于 下 式 
po 十 po w= po -和 (vw) 
的 平均 为 零 , 我 们 可 以 令 
MY= 寺 po (2 一作 人 ) 要 化。 (283) 
现在 我 们 把 五 ”定义 为 ” : 
HEY= Fr— MY (284) 


于 是 进行 平均 后 即 可 由 (208) 式 得 出 (271) 式 .假使 极 化 电子 
相对 于 分 子 质 心 的 速度 比 光速 小 ， 则 面 张 量 Muw 只 与 电极 化 
相 联系 , 按照 通常 方式 , 电极 化 可 定义 为 = : 
P=NYer, 
而 磁化 为 
M—5N EAu) 


(已 对 时 间 取 过 平均 , 太一 单位 体积 中 分 子 的 数目 ，Q= 一 电子 
的 速度 , 怠 是 对 一 个 分 子 中 的 所 有 电子 取 和 的 )。 我 们 可 得 
一 4 了 


M2 M2, 民生) 一 一 一 天 二 一， 
) Vv 1—(v/c’) 


(285) 


NM 23 ， NM 1 1 123 
)- JI 
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(v 一 物质 的 速度 )， 
由 于 式 (267)，(268), 故 五 宇 的 定义 (284) 变 成 
D=E-+P, H=B—M (284a) 
由 (2885) 式 可 推出 变换 公式 ， : 
P' -了 P ， P'= {P— A 
V1— (v2/c:) (285a,) 
Mm =-M,, M’' = ee (VAP)}! | 
V1— {v3/c?) 


级 化 , 则 在 开 中 ， 它 也 将 是 向 化 的 2 因此 把 磁化 电子 和 
( 电 ) 极 化 电子 区 分 开 来 是 不 正确 的 . 所 以 我 们 把 它们 都 称 
为 极 化 电子 ， 此 时 必须 把 它们 理解 为 既是 电极 化 的 又 是 磁化 
的 . 不 用 张 量 分 析 , 而 用 了 P 和 了 的 定义 ,也 可 以 自然 地 导出 
公式 4285a)、 例 如 ， 全 全 的 体 是 处 了 随 它 一 起 运动 的 系统 K' 
中 ,有 
=(s—1)E’, M’=(u—1)H’, 

则 出 于 这 此 关系 的 次 伦 兹 协 变 性 , 立刻 可 以 得 到 张 量 方程 

~ Mio = — (se—1) Fv, } (286) 
Mot Muav tt Muvr= (4 —1){ Hv t+ Huo + Hvr}, 
利用 (284) 式 还 可 以 化 成 (280) 式 ， 也 可 以 把 (286) 式 写成 下 
列 形式 ; 


P—T (YAM) = (e—1)E’, 
(286a) 


M+ (vAP)= (DEH. 


187a) ”参阅 注 178a， 


“有 
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最 后 还 要 从 理论 上 导出 电荷 密度 和 传导 电流 喷 度 的 变换 
公式 . 设 和 LCN4) 和 Wi(u) 分 别 是 单位 体积 中 正 ( 负 ) 粒子 
的 数目 和 它们 的 速度 , 则 由 定义 , 得 

p'—=erN+—e-N’, 
J'—e NiW—e N'w, 
在 系统 太 中 则 为 
p=e+N+—e_N., 
Jo—erNi(Ur—V)—e_ N_(u_~—v). 
现在 可 以 引入 中 间 的 坐标 系 K4 入 ?2, 其 中 的 正 粒 子 和 人 负 
粒子 都 是 静止 的 .于 是 根据 速度 合成 定理 就 可 以 求 得 下 列 关 
系 : 
; 1+-(vYeu') /ce? 
NW Lt Oem, 
(UV I ’ 
Vi—pBu 
1+(veu’')/c" 
(这 里 指标 十 和 一 已 经 省 略 ， 因 为 这 两 种 情形 的 公式 是 等 同 
的 .) 由 此 并 根据 电荷 的 不 变性 (e=e),， 可 以 直接 得 出 (276) 
式 和 (277) 式 . 这 样 我 们 就 已 经 从 电子 论 观点 对 运动 的 载 流 
导体 中 的 电荷 的 反 负 出现 作 了 解释 . 


(一 YY) 一 UL 一 


.85. 唯 象 电动 力学 中 的 能 量 -动量 张 量 和 有 质 动力 .焦耳 热 


相对 论 原理 使 我 们 能 够 清楚 地 由 静止 物体 的 能 量 -动量 
张 量 和 有 质 动力 的 表达 式 导 出 运动 物体 的 能 量 -动量 张 量 和 
有 质 动力 的 表达 式 、 虽然 各 个 作者 各 自 提出 了 不 同 的 能 量 - 
动量 张 量 表达 式 , 但 是 究竟 娜 一 种 较为 可 取 还 不 能 最 后 肯定 ， 


144 第 III 编 狭义 相对 论 。 详 细 推 敲 
让 我 们 首先 来 讨论 那些 与 能 量 -动量 张 量 的 特殊 选择 无 关 的 
相对 论 结果 . 

我 们 可 以 把 能 量 密度 开 , 能 流 密度 久 , 动量 密度 g 和 应 
力 张 量 的 分 量 Pux( 和 8 一 二 2, 3)( 正 象 在 真空 中 的 场 一 样 ) 结 
合成 单一 的 张 量 站 ie 

Sw= —Tix, 对 2 k=1, 2, 3, 
(S14, Sa4, Sa) 一 2Cg， 


(Siar, Ss, Sss) 一 二 S， (287) 
Su——W. 
就 目前 而 言 , 尚未 涉及 这 个 张 量 的 对 称 性质 。 方程 组 
f=divT—g, (288) 
+divS+Q+A=0 (289) 


表 出 了 类 似 于 $ 30 中 (D) 式 和 ( 卫 ) 式 的 有 质 动 力 和 能 量 方 
程 .在 (289) 式 中 , Q 是 单位 时 间 内 和 单位 体积 中 发 出 的 焦耳 
热 , 而 4 是 在 单位 时 间 内 和 单位 体积 中 所 完成 的 功 ， 

A=f.v. (289a ) 


在 坐标 系统 K' 中 (其 中 物体 处 于 瞬时 静止 状态 ), 4 为 零 ; 因 


此 可 以 自然 地 把 (288) 式 和 (289) 式 结合 成 如 下 的 四 维 矢 量 方 
程 加 
DSS;i 


f= — -Bor (290) 
分 量 疡 就 具有 如 下 的 意义 : 
(fy fo, fo)—f, f= (Q+4). (291) 


C 


出 此 可 人 风 ， 现在 fi 不 是 与 中 垂直 ， 而 是 
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fv 一 一 (292 ) 


V1i—B> 
由 于 (292) 式 的 右边 和 左边 一 样 都 必须 是 不 变 的 , 故 得 变换 公 
式 
Q=Q' V1i—pB". (298) 
由 于 四 维 体积 的 不 变性 ， 这 个 结果 对 于 在 一 定 过 程 中 发 出 的 
总 热量 也 适用 ,并 与 相对 论 热 力学 (参看 3 46) 一 致 , 而且 它 
在 这 里 是 作为 Sw 的 张 量 特性 以 及 要 求 象 (288) 式 中 的 力 密 
度 那样 可 以 从 应 力 张 量 和 动量 密度 导出 而 出 现 的 . 
fw 不 等 于 零 得 出 了 一 个 特殊 的 二 难 推 论 。 因为 运动 方 
程 只 可 以 取 下 列 形式 
po Pfs (221) 


当 Fw 一 0 时 ,车 以 全 作 标 积 , 则 左边 恒 等 于 零 ， 因 此 我 们 必 
须 在 抛弃 四 维 力 的 方程 (290) 和 抛弃 运动 方程 (221) 两 者 之 闻 
作 一 选择 。 闵可夫 斯 基 :ae 选取 一 种 方法 。 因此 就 得 到 一 个 
与 (293) 式 不 同 的 焦耳 热 的 变换 公式 , 而且 与 相对 论 热 力学 的 
要 求 矛盾 ，Abrahamals9) 列 方程 的 正确 方法 如 下 : 用 普遍 的 相 
对 论 动力 学 可 以 证 明 ， 对 于 任何 一 种 能 量 必须 赋 以 惯性 质量 
(参看 8 44 和 42)。 因此 倘 有 热量 放出 ， 静 止 质量 密度 就 不 
再 保持 不 变 , 而 运动 方程 必须 写成 


-人 (W001) = fi, (294) 


188) ”参阅 注 54, (I 了). 

189) M.Abraham, BE. CO. Circ. mat, Palermo, 28 (1909) 1; 也 可 参阅 Abra- 
ham 与 Nordstr6m 的 讨论 ;G. Nordstr6om, Phys, 2Z., 10 (1909) 681; 
M. Abraham, Phys. 2., 10 (1909)737; G. Nordstr6om, Phys. 2Z., 11 
(1910)440; M. Abraham, Phys. Z., 11 (1910) 527. Nordstr6m 的 及 


对 意见 是 不 能 加 以 支持 的 ， 
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以 w 对 上 式 作 标 积 并 利用 (292) 式 , 即 得 
1 


1 
So ~ 本 (fo 一 十 所 NT 一 (295) 


过 
Ko 一 入 ， (295a) 


与 能 量 惯性 定理 (8 41) 一 致 . 

我 们 可 以 由 (294) 式 得 到 一 个 值得 注意 的 结果 , 即 当 一 个 
物体 受到 力作 用 时 ， 其 速度 不 一 定 总 会 有 改变 92， 例如 ， 试 
考虑 一 个 在 区 ' 中 静止 的 载 有 电流 的 导体 ， 由 于 稳 恒 电流 没 
有 力 (在 系统 玉 ' 中 观察 ) 对 导体 作用 ， 故 导体 仍 为 静止 . 但 
是 根据 (294) 式 , 在 系统 下 中 却 有 一 力作 用 于 导体 ， 类似 的 
情况 曾 在 § 32(s) 中 遇 到 过 ， 

现在 我 们 来 讨论 已 经 提出 过 的 能 量 -动量 张 量 Si 的 各 种 
不 辣 的 表达 式 ， 对 于 静止 的 物体 ， 所 有 作者 都 同意 在 无 滞 介 
质 中 , 能 量 密度 歼 和 能 流 密度 8 可 表 成 下 式 : 


一 寺 合 .D 十 也.B} 和 S=o( 卫 入 再 )， (296) 
但 是 麦克 斯 书 和 效 维 赛 *? 对 于 (三 维 的 ) 应 力 张 量 了 提出 了 
Tu BiDs—T (ED),*+ HiBe— 4H.B)3, 
(i, b=1, 2, 8), (297) 
赫兹 则 采用 了 下 列表 达 式 (对 于 和 是 对 称 的 ); 
: Tn 一 地 (BDs+ BDi) 一 (EB:D)d, 


+ (HiBrt HsB) 一 5H:B)8,*, (298) 


190) 参阅 注 178a, 134 页 . 
191) ”作为 参考 , 可 参阅 注 48，8 23 . 
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在 各 向 异性 的 介质 (晶体 ) 的 情形 中 ， 这 是 与 (297) 式 不 同 的 . 
对 于 动量 密度 g 同样 也 有 两 种 式 子 可 供 选择 . 或 者 是 


g 一 二 (DA 了 B)， (299) 
对 于 均匀 的 各 向 同性 介质 , 由 (296) 式 ,这 可 以 写成 
一 全 S, : (299a) 
或 者 是 
一 一 T(EAH)= (300) 


关 已 知 询 上 物体 的 W, 8, T, g 的 表达 起 则 运动 物体 的 
相应 表达 式 就 被 唯一 地 决定 ， 因 为 任 一 个 坐标 系统 中 的 张 量 
的 分 量 可 以 从 另 一 个 坐标 系统 中 的 张 量 的 分 量 推出 ， 到 现在 
为 止 , 针对 着 上 述 Tn 和 g 的 表达 式 中 的 未 确定 性 ,主要 已 讨 
论 了 下 述 的 关于 张 量 Sw 的 表达 式 . 

(i) 闵可夫 斯 基 *? 的 Sw 表达 式 ”他 利用 了 静止 物体 的 
表达 式 (297) 和 (299)。 容易 证 明 , 这 样 可 以 导致 


St— PuHY— 4 Hap"d,", (801) 


而 县 表达 式 (296)，(297) 和 (299) 仍然 对 运动 物体 通用 ， 此 
外 在 适用 于 丰 空 中 的 (223) 式 仍然 不 变 ， 
Si 一 0. (223) 
借助 于 (290) 式 , 可 由 Ss 得 到 四 维 力 f;:， 它 在 静止 系统 
K' 中 的 分 量具 有 下 列 诸 值 ; 
(fi, f2, f3) =p E+(JAB), f=i(J:E'). (302) 
“192) ”参阅 注 54, (IT). Sw 同一 的 表达 式 也 为 G Nordstrim 所 导出 
[Dissertation (Helsingfors 1908)], 并 为 I. Ishiwara 用 变 分 原理 导出 
《参阅 注 183, Ann. Phys, Lp2.) 
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应 该 提 及 Dillenbaochtss 也 曾 导 出 了 闵可夫 斯 基 能 量 - 动 
量 张 量 , 但 是 他 基于 电子 论 的 论证 并 不 是 很 令 人 信服 的 ， 他 
把 这 个 张 量 写成 对 于 任何 不 均匀 和 各 向 异性 介质 也 适用 的 形 
式 . 他 又 用 另 一 种 方法 由 作用 原理 得 到 了 这 个 张 量 ， 还 得 出 
了 场 方程 ”. 

(二 ) Abraham 的 8w 表达 式 ”闵可夫 斯 基 的 能 量 -动量 
张 量 的 表达 式 (301) 的 非 对 称 性 导致 十 分 特殊 的 结果 ， 虽 然 
它们 不 与 实验 矛盾 ， 例 如 转 矩 不 能 由 电磁 角 动 量 的 变化 来 位 
偿 ， 基 于 这 一 理由 ，Abraham 作出 一 个 对 称 的 能 量 -动量 张 
量 , 并 假定 (298) 式 和 (300) 式 对 静止 的 物体 适用 . 这样, 对 于 
均匀 的 各 向 同性 介质 就 得 到 


一切 (FH HapF™)— 于 而 Hd 
一 亏 (ge —1) (v0Qr+ Qe0r) 


=— FH. HY— 地 FPF.H"O’ 一 (su 一 和 Qi 


~ HyP™— 了 PH (eu—1)vQr, (303) 


式 中 矢量 Qi [在 闵可夫 斯 基 的 著述 中 已 可 找到 ， 他 称 之 为 静 
止 射线 矢量 (Ruhstrahlvektor)], 其 定义 为 
P= Pu, He Hua, | (304) 
Qi= wv PI {Hi Hrivi4 Hior}. 
在 一 个 随 物体 运动 的 系统 玉 ' 中 ， 这 些 矢 量 的 分 量具 有 下 列 
的 值 : 


193) 参阅 注 187 . 
194) W. Dillenbseh, Ann. Phys., Lpe., 59 (1919) 28 。 
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(Di, PFs, Fs)=E', Fi=0; 
(Hi’, Hs, Hs)=D'" 0 | 304a2) 
(Q1, (23, (23) =08’, 021=0. 
(303) 式 中 的 三 个 表达 式 在 静止 系统 及 ' 中 是 一 致 的 ,由 
些 可见, 这 三 个 式 子 是 恒 等 的 ， 关系 式 (203) 在 这 里 也 成 立 , 
对 于 运动 的 物体 , WW, 8S,， Tx, g 不 能 再 由 (296) 式 , (298) 式 
和 (300) 式 决定 ，Abraham"5 除了 算出 有 质 动力 的 表达 式 以 
外 ， 已 经 明显 地 算出 了 相应 的 表达 式 ， 这 里 所 用 的 以 不 变 方 
式 列 出 方程 的 方法 是 由 Grammellse 提出 的 .在 Abraham 
的 悄 况 下 ， 对 于 静止 的 物体 ， 在 有 质 动力 的 表达 式 中 ， 要 在 
(302) 式 上 加 一 附加 项 
su—1 O08 
co 0 
由 于 这 一 项 很 微小 ， 就 难以 去 设计 一 个 实验 来 确定 两 种 方法 
中 哪 一 种 较 好 .还 应 该 提 一 下 , 劳 厄 ?是 同意 Abraham 的 
假设 的 . 
下 述 的 基于 电子 论 的 讨论 (这 也 是 由 Abrahamalss) 提出 
的 ) 似乎 使 我 们 对 支持 唯 象 的 能 量 -动量 张 量 的 对 称 性 质 构 成 
了 一 种 很 有 力 的 论据 ， 四维 力 可 看 成 为 微观 四 维 力 的 平均 ， 
网 是 说 ， 由 (290) 式 ,能量 -动量 张 量 也 可 看 成 为 微观 的 能 量 - 
动量 张 量 的 平均 9. 进行 平均 时 ， 张 量 的 对 称 性 质 被 保留 下 


195) M. Abraham, R. CO. Circ. mat. Palermo, 28 (1909) 1 和 30 (1910) 
33; 了 heome Ge7 Elektrizitdt 第 二 卷 《Leipzig, 1914 年 第 三 版 ) 298 页 
以 下 ,838 38 和 39， z 

196) BR. Grammel, Ann. Phys., Lpe., 41 (1918) 570. 

197) ”参阅 注 178a，§ 22, 135 页 以 下 。 

198) M. Abrahbam, Ann., Phys., Lpe., 44 (1914) 537， 

199) ”Dallenbach 对 此 论据 的 反对 意见 (参阅 注 187) 似乎 并 不 是 很 充分 的 ， 
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来 (关系 式 (223) 也 是 这 样 ) . 

(ii) 爱 因 斯 坦 和 Laub2o9 的 Sr 表达 式 ” 爱 因 斯 坦 和 
Laub 对 作用 在 静止 物体 上 的 有 质 动 力 得 到 了 与 闵可夫 斯 基 
和 Abraham 完全 不 同 的 结果 (因而 对 能 量 -动量 张 量 的 结 世 
也 不 相同 ). 他 们 求 得 作用 在 一 个 稳定 的 才 流 号 体 上 的 中 2 
测 的 力 密度 

f= (Jo 人 了 B) 

是 由 一 个 表面 力 (L 一 4/4) (Jo 和 了 se) (Ha 一 外 磁场 ) 和 被 看 成 
体积 力 本 喘 的 力 

f= (Jo\ Ha) 
所 组 成 , 这 不 同 于 (302) 式 ，(302) 式 中 的 体积 力 是 (J。 信 B). 
这 两 个 作者 所 得 出 的 能 量 - 动 量 张 量 也 须 作 相应 的 修正 . 
Gans2o0) 就 曾经 怀疑 过 爱 因 斯 坦 和 Laub 的 论据 的 正确 
性 202) . 


86. 理论 的 应 用 


(a) Rowland, Rontgen, Eichenwald 和 Wilson 的 实 蛤 
只 要 所 讨论 的 是 无 磁化 的 物体 ， 而 且 可 以 忽略 we 的 高 次 
项 ”?””》”， 则 这 些 实验 的 相对 论 解释 可 以 继承 电子 论 ” 的 学 说 . 
目前 我 们 在 这 里 仍 将 保留 电子 论 的 近似 法 ， 但 同时 允许 磁 导 


+t 网 补 注 11， 

200) A, Einstein and J. Laub, Ann. Phys., Lpg., 26 (1908) 541. 

201) R. Gans, ‘Uber das Biot-Savartsche Gesetz”, Phys. 2:, 12 (1911) 
806 

202) ”Grammel 说 (参阅 注 96) 爱 因 斯 坦 和 Laub 的 有 质 动力 表达 式 与 相对 

论 相 矛盾 ， 这 种 说 法 是 不 正确 的 ， 因 为 这 些 公式 只 要 求 对 于 静止 系统 
五 成立 ， 

203) “参阅 A. Weber, Phys. 2., 11 (1910) 134. 

204) ”参阅 注 48, $17 及 注 4, 8 34, 在 那里 可 以 找到 早期 的 论文 。 
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率 几 可 取 任 意 值 . 将 这 个 理论 推广 到 磁化 体 的 情形 可 认为 是 
已 真正 向 前 推进 一 步 , 这 应 归功 于 闵可夫 斯 基 的 电动 力学 . 

Rowland 的 实验 证 实 了 运 流 电 流产 生 的 磁场 和 传导 电流 
pV/c 产生 的 磁场 相同 . 对 于 这 一 情况 的 解释 可 以 直接 从 场 
方程 (G) 和 电流 密度 J 的 变换 公式 (269a) 得 出 .大 家 知道 ， 
这 个 实验 以 前 站 被 用 来 作为 以 太 存 在 的 论据 .但 是 从 相对 论 
的 观点 看 来 ， 只 不 过 象 相 对 论 所 要 求 的 那样 证 明了 把 电磁 场 
分 成 电场 和 磁场 是 与 参考 系统 有 关 的 . 

Rontgen 的 实验 证 明了 当 一 块 电介质 在 电场 中 运动 时 ， 
在 介质 的 界面 上 会 产生 表面 电流 ， 它 会 产生 磁场 ， 以 后 ， 
Eichenwald 曾经 证 明 表 面 电 流 的 量 值 为 

|j|=B8IP|=B(e—1)|E|, (30B5a) 
式 中 王 是 电介质 的 极 化 矢量 .在 实际 作 实 验 时 是 使 电介质 
在 电容 器 的 两 极 板 之 间 转 动 .。 将 匀速 运动 物体 的 理论 应 用 于 
这 一 情形 , 肯定 是 允许 的 , 而 且 是 极为 好 的 近似 。 使 一 块 电 介 
质 平行 于 电容 器 的 极 板 而 运动 , 并 令 吾 ,=o 为 板 上 (自由 ) 电 
荷 的 面 密度 ， 因 为 B 是 无 源 的 , 在 外 部 的 区 域 中 , 它 等 于 耳 ， 
因此 只 需 考虑 号 的 旋 度 就 足够 了 。 此 外 ， 由 于 我 们 所 讨论 的 
是 稳定 场 , 由 方程 (F) 和 (GO 可知 卫 和 互 为 无 旋 的 .现在 我 
们 将 忽略 we 的 全 部 高 次 项 ， 利 用 瑟 和 B 本 身 都 是 一 阶 量 
这 个 事实 , 我 们 可 以 从 (278a) 式 求 得 ， 
D=eE, 


B-—nH- (ep—1)tYAD), 


因此 B 的 旋 度 是 由 (ep 一 1) (YA 瑟 )/e 的 旋 度 决定 , 这 里 它 退 
化 为 面 旋 度 ,而 j 了 具有 什 / 
jl=B(en—1)|E|, (305b) 
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式 中 | 卫 | 是 电介质 内 部 的 卫 的 值 ， 而 j 具有 的 方向 ， 当 
=1 时，|j| 就 变 成 由 电子 论 所 得 出 的 (3058) 式 之 值 ， 对 于 
磁化 物体 并 未 观察 到 这 种 效应 . 
Wilson 的 实验 ?05 与 Eichenwald 的 实验 相似 . 一 个 电 
介质 圆柱 在 一 短路 的 电容 器 的 极 板 之 闻 转 动 ， 并 处 于 一 与 电 
容器 的 极 板 相 平 行 的 磁场 之 中 .可 以 观察 到 极 板 已 被 充电 . 
假使 再 以 一 平行 于 极 板 而 垂直 于 磁场 的 直线 运动 来 代替 转 
动 , 则 根据 方程 (F), 我 们 首先 可 以 从 电势 9p 导出 也 . 因为 两 
板 是 短路 的 ， 所 以 pg1 一 ga 一 0, 因而 卫 一 0, 而 了 直接 得 出 了 
电荷 密度 w， 在 此 情形 中 , 边界 条 件 要 求 互 为 连续 的 . 因此 
我 们 可 由 (278a) 式 求 得 
w= eK LBH 
1— eupB” 
对 于 未 磁化 的 物体 , 电子 论 的 结 雪 得 出 


(ep— DBH. (306a) 


w=(s—1)BH. (806b) 


H. A. 和 M. Wilson”% 还 成 功 地 测定 了 在 磁化 的 绝缘 体 中 
的 效应 ， 他 们 是 巧妙 地 把 一 个 钢 球 嵌入 火 漆 中 作为 磁化 绝缘 
体 的 .实验 结果 证 实 了 电荷 密度 的 相对 论 值 (306a)， 
早期 的 赫兹 理论 得 出 的 值 是 
1j|=BIE|, w=BH, 
这 两 个 值 不 同 于 (305a) 式 和 (306a) 式 , 是 与 实验 相 了 矛盾 的 . 
205) IH. A. Wilson, Pkilos. Trans., A 204 (1904)121. 见 H. A. Lorentz, 
(参阅 注 48，$§ 20; 注 4,§ 45) 关于 Blondlot 所 作 的 一 个 早期 的 实 
验 (结果 是 否定 的 ) 。 在 此 实验 中 ， 空 气 作为 电介质 ， 并 且 根 据 早期 电 
子 论 的 观点 。 从 相对 论 的 观点 对 Wilson 实验 的 讨论 可见 所， 
Einstein and J. Laub (参阅 注 176);，M. v. Daue (参阅 注 178a， 
129 页 以 下 )* HH, Weyl，Bazm-Zeit-Matert (Berlin 1918 年 第 一 版 ) 
155 页 。 
206) H. A. and M. Wilson, Proc. Eoy. So0c., A 89 (1913) 99. 
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(B) 运动 导体 中 的 电阻 和 感应 ” .对 于 一 个 有 限 长 的 
运动 导体 , 我 们 可 由 (279) 式 求 得 

Ro =|E".ds, (307) 


式 中 Ro 为 导体 的 静止 电阻 ,而 了 = | 了 | 人 A， 当 算出 电阻 后 , 由 
(280) 式 给 定 的 导电 率 的 改变 正好 为 因 洛 伦 兹 收缩 所 引起 的 
导线 长 度 及 其 横 截面 4 的 改变 所 补偿 : 从 一 个 运动 系统 区 
看 来 ，Trouton 和 Rankine” 所 进行 的 实验 正 是 这 种 情形 . 
运动 导体 中 的 感应 定律 可 以 从 方程 组 (274) 的 第 一 个 方程 得 
出 ， : 
/ | E*.ds— |Bdo; (308) 
另 一 方面 ， 
{Easr $Bdo. 


但 是 (308) 式 肯定 是 与 实验 一 致 的 ， 因 为 确定 (279) 式 中 的 传 
导电 流 的 是 EB* 而 不 是 五 . 

(>7) 光 在 运动 介质 中 的 传播 . 牢 引 系数 . Airy 的 实验 
要 求 得 光 在 运动 介质 中 的 传播 定律 可 以 不 必 回 济 到 场 方程 
组 .这 些 定律 必须 借助 于 洛 伦 兹 变换 ， 直 接 从 语 止 物体 中 的 
相应 定律 推 得 ， 首 先 考虑 无 吸收 的 介质 .不 变 的 光 相 仍然 由 
(252) 式 导出 ; 若 取 * 轴 垂 直 于 物体 的 速度 和 波 阵 法 线 ， 则 式 
中 的 有 就 具有 分 量 : 


. 2 
A COS Q, sina, 0, 和 ~). (309) 
207) ”参阅 注 182; 注 178a, M. v. Laue, 126 页 以 下 ;及 H. Weyl Rawm- 


Zeit-aterie (Berlin 1918 年 第 一 版 )，8 22， 
208) “参阅 注 15, F. T, Trouton 和 A. DO， Rankiue, 
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在 随 物 体 运动 的 系统 玉 ' 中 , 则 有 z 
一 -和 (310) 


7 
由 此 可 得 出 变换 公式 
Ol 1 二 (2/2w') cog a 311a z 
"A (311a) 
f f f 
cosa=y! 《Lo coso 十 Bo 2 gin a—— sina, 
WwW 1—B? Ww Ww 
1 (1/w')eoso’ 十 BC]e 
亲生 1 十 (oo )cosa' “ 
1 ， (jsinw M1—pB? 
wu 1+(v/w )cosa ” 
— Sin w: Avw 1—B? 1 
tana cosol' 十 Beo']e (811) 
1 十 Bn COS a (311e) 


“TY (neosw 十 B)2 十 me2sin2a' (一 82) 
关系 式 (311a) 表 示 多 普 勒 效应 , (311b) 式 表示 光 行 差 , 而 
(31ie) 式 表示 这 引 系 数 . 到 一 次 项 为 止 , 这 些 关 系 与 早期 理 
沦 中 的 表达 式 一 致 ， 后 者 得 出 


1] 
-$e ea 


(人 参阅 8 6 关于 波长 对 折射 率 的 影响 ,) 在 运动 边界 面 上 的 折 
射 定律 也 可 以 借助 于 洛 伦 兹 变换 从 静止 的 情况 推 得 ， 但 是 得 
出 了 一 个 繁复 的 公式 ， 

其 次 , 我 们 要 讨论 Airy 的 实验 结果 ”3 ?， 根 据 这 个 结果 ， 


208a) G. B. Airy, Proc. Roy. Soc., 20 (1871) 35; 21 (1878) 121; Phil, 
Mag., 43 (1872) 310, 
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当 望 远 镜 中 充满 以 水 时 ， 光 行 差 角 并 不 政变 。 由 于 必须 从 观 
察 者 (地 球 ) 具有 相对 运动 的 参考 系 中 来 描述 这 个 效应 ， 所 以 
早期 理论 29 必须 以 繁复 的 论证 来 解释 这 个 结果 ， 另 一 方面 
假使 从 静止 系统 进行 观察 ,根据 相对 论 的 观点 ，Airy 的 结果 
是 不 言 自明 的 。 车 把 望远镜 指向 恒星 的 视 位 置 ， 那么 它 所 发 
出 的 光波 将 会 垂直 地 射 入 望远镜 . 现在 假使 望远镜 充满 以 
水 , 则 光波 也 将 在 水 中 垂直 于 边界 面 传播 。 从 静止 系统 的 观 
察 者 (地 球 ) 看 来 ，Airy 实验 只 不 过 证 实 了 (根据 相对 论 ) 一平 
凡 的 事实 , 即 当 入 射 角 为 零 ( 垂 直入 射 ) 时 , 折射 角 也 为 零 

可 以 看 到 关系 式 (311b, e) 与 速度 合成 原理 并 不 一 致 
只 当 a=0 时 ， 它 才 与 速度 合成 定理 相 一 致 (参看 8 6)。 劳 
厄 20 把 这 一 点 归 溯 于 光线 与 波 面 法 线 之 间 的 差异 。 若 光线 
的 速度 的 方向 和 大 小 定义 为 


wi= 方 (312) 


(S= 坡 印 享 矢量 ，W = 能 量 密度 )， 

则 wi 的 分 量 的 变换 公式 是 严格 地 满足 速度 合成 定理 
的 。Seheye”? 的 计算 表明 , 假使 采用 闵可夫 斯 基 的 非 对 称 能 
量 -动量 张 量 , 那么 上 述 的 情形 是 确实 的 .而且 ， 从 这 一 情形 
的 能 量 方程 得 出 ， 相 速 包 等 于 光线 的 速度 沿 波 面 法 线 方 回 的 
分 量 . 另 一 方面 , 车 从 Abraham 的 张 量 (304) 出 发 , 情况 就 变 
得 较为 复杂 , 速度 合成 定理 就 是 对 光线 的 速度 也 不 适用 了 1. 

这 些 定律 对 吸收 性 (传导 ) 介质 的 推广 ， 大 体 上 并 未 提供 


209) ”参阅 H. A. Lorents,，Areh. neerl, Soci., 21 (1887) 103 (论文 集 XIV， 
341 页 ) ,那里 可 以 找到 早期 的 参考 文献 . 
210) “参阅 注 178a，134 页 . 
211) A. Scheye, “Uber die FortpHanzung des Lichtes in einem bewegten 
Dielektrikum’”’, Ann,. Phys., Lp8., 30 (1909) 805, 
t 见 补 注 11。 
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新 的 内 容 . 但 可 以 提 一 下 , 根据 (277a) 式 , 在 一 个 运动 导体 中 
传播 的 光波 是 与 一 作 周 期 变化 的 电荷 密度 相 联 系 的 . 

(5) 在 色散 介质 中 的 信号 速度 和 相 违 度 在 色散 介质 
中 , 产生 了 光波 的 相 速 这 的 情况 。 这 似乎 跟 相 对 论 的 要 求 
相 矛 盾 的 , 相对 论 要 求 任何 扰动 不 能 以 大 于 。 的 速度 传播 ( 参 
看 $6)， 这 个 困难 经 索 末 非 ”” 的 研究 而 得 到 解决 . 他 在 电 
子 论 的 基础 上 证 明了 波峰 总 是 以 真空 中 的 光速 。 传播 的 ， 所 
以 实际 上 不 可 能 以 大 于 e 的 速度 传送 信号 ， Brillouin ”又 
发 展 了 这 个 结果 , 他 证 明 : 除了 吸收 区 域 以 外 , 信号 的 主要 部 
分 是 以 群 速 传播 的 . 


(e) 力学 和 广义 动力 学 
37 ， 运 动 方程 .动量 和 动能 
相对 论 力学 ”是 从 下 述 假定 出 发 的 , 即 在 坐标 系 天 中 
(在 这 种 坐标 系 中 的 一 个 粒子 是 处 于 瞬时 静止 状态 的 )， 经 典 
力学 的 运动 方程 
mo SK : (313) 


是 适用 的 . 如果 对 (318) 式 进行 党 伦 兹 变换 , 则 相对 论 原 理 可 
使 我 们 明确 地 导出 在 任何 其 他 坐标 系 瑞 中 的 运动 方程 . 但 
是 ,我 们 还 没有 对 运动 方程 作出 在 系统 玉 中 的 力 的 定义 . 在 


212) A. Sommerfeld, “Heinrich-Weber-Festschrift”; Phys. 2,, 8 (1907) 
841; Ann. Phys., Loz., 44 (1914) 177. 
213) L. Brillouin, Ann. Phys., Lpe., 44 (1914) 203. 
213a) ”在 下 面 , 术语 “相对 论 力 学 ”总 是 用 来 表示 狭义 相对 论 的 力学 , 即 洛 伦 兹 
群 的 力学 。 这 个 术语 的 用 法 值得 商 权 , 因为 经 典 力学 满足 相对 性 假设 ， 
因此 它 也 是 相对 论 性 的 了 。 但 是 “相对 论 性 ”一 词 已 经 常用 来 特 指 “ 祖 
对 于 洛 伦 兹 群 ">。 适 当 的 例子 是 术语 “狭义 相对 论 " 本 身 。 
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三 全 运动 方程 中 尚 有 一 个 可 以 任意 方式 依赖 于 速度 的 公共 因 
子 仍 未 确定 ， 有 两 种 基本 上 不 同 的 方法 可 用 来 去 除 这 种 任意 
性 . 

第 一 种 方法 是 利用 电动 力学 的 概念 . 车 我 们 假定 洛 伦 妈 
力 妻 达 式 对 作 任何 快 速 运 动 的 电荷 均 适 用 ， 因 而 其 中 也 隐 合 
着 力 的 变换 公式 (参看 $ 29) . 各 种 力 均 按 同样 方式 变换 ， 可 
从 以 下 的 事实 得 出 ; 假使 两 个 力 在 系统 及 ' 中 相互 抵消 ， 则 在 
任 一 其 他 系统 及 中 亦 必 相 互 抵消 . 公式 (213), (214), (215) 
可 以 立刻 推广 到 任意 力 的 昼 形 . 我 们 得 到 四 维 力 密度 -功率 
密度 天 量 ， 


(fi, fo fs)=f, f4=%— 一 一 一 Cs "Dy) (314) 
来 代替 (217) 式 ， 它 垂直 于 四 维 速度 
fr =0. (315) 
因此 我 们 再 一 次 得 到 运动 方程 
Ko = 或 io 了 =f,, (316) 


其 中 由 是 (不 变 的 ) 静 止 质量 密度 ， 我们 还 可 以 引入 由 (219) 
式 定 出 的 闵可夫 斯 基 力 及, 和 运动 方程 (220). 


由 方程 组 
(mw -EK 
和 (317) 
(me’) —K.u 
可 知 ,动量 可 表 为 ”% : 
-一 0 
G=muu J (318a ) 


214) 参阅 注 129， 
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而 动能 可 表 为 


Hin 一 m0 十 常量 = + 常量 . 


人 们 会 想到 按照 这 样 的 方式 去 确定 常量 ， 即 Bs 对 于 一 个 天 
下 粒子 为 零 . 但 是 更 实用 的 却 是 令 党 量 本 身 为 零 。 因 此 一 个 
静止 粒子 的 能 量变 为 moc”, 而 一 般 形式 则 为 

EF=mc ss (318b) 
者 用 磊 级 数 展开 , 对 于 小 的 8 值 , 我 们 可 求 得 ， 


再 一 mocs(1 十 去 ) = Bot 地 


2 

”此 式 与 经 典 力学 相符 .假使 我 们 注意 到 

(Ti, J2, J3)=03, Js=ih (319) 
是 一 个 四 维 矢 量 的 分 量 ， 则 我 们 按 这 样 的 方式 去 选择 常量 的 
方便 之 处 就 更 为 明显 了 .因而 

J r= Mocuy, (320) 

还 可 以 看 出 ， 这 里 对 如, 加 适用 的 变换 公式 正好 对 一 个 封闭 
的 ， 无 力作 用 的 电磁 系统 (光波 ) 的 动量 和 能 量 适用 的 变换 公 
式 相同 , 参看 公式 (228)， 


» . 
Go 一 ed ? Go 一 人 Gez 一 Ga， 


mov? 2 


(321) 


以 及 相应 的 道 变换 公式 ， 它 们 对 于 作 自由 运动 的 一 组 粒子 也 
适用 . 

正如 一 开始 所 预期 的 那样 , 对 于 小 的 速度 , 相对 论 力学 中 
的 运动 方程 以 及 动量 和 能 量 的 表达 式 将 变 成 经 典 力学 中 相应 
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的 公式 . 但 是 我 们 还 可 以 讲 得 更 确切 一 些 : 相对 论 力学 与 经 
典 力学 的 偏差 是 w/e 的 二 次 效应 . 这 就 是 为 什么 基于 经 典 力 
学 的 旧 的 电子 论 能 够 正确 地 解释 所 有 一 次 效应 的 理由 (如 劳 
厄 ”“"* 所 指出 那样 ). 

闵可夫 斯 基 ”? 还 对 运动 方程 (316) 作 了 一 个 更 重要 的 解 
释 . 让 我 们 利用 下 列 关 系 引 入 动能 -动量 张 量 @x， 

Oi = ousuy. (322) 

它 的 空间 分 量 代表 动量 流 张 量 , 混合 分 量 ( 差 一 个 因子 ic) 代 
表 动 量 密度 , 而 时 间 分 量 代表 能 量 密度 。 由 于 连续 性 条 件 


Dupol ) 
一 25 一 (328) 
运动 方程 可 以 写成 下 列 形式 : 
26r _ 
py —f. (324) 


这 里 应 该 指出 ， 对 于 一 个 在 恒 力作 用 下 的 粒子 的 运动 情 
形 , 运动 方程 (317) 得 出 了 双 曲 线 运动 (已 在 $ 26 中 讨论 过 ) 
的 结果 . 


38. 不 以 电动 力学 为 根据 的 相对 论 力学 


前 一 节 中 的 推导 是 不 能 令 人 满意 的 ， 因 为 它 必 须 借 助 于 
电动 力学 的 概念 Lewis 与 Tolman*”* 的 推导 对 这 一 课题 
作出 了 重要 的 贡献 , 他 们 的 推导 没有 那样 做 ， 这 里 基本 的 概 


214a) ”参阅 注 178a，88 页 。 

215) ”参阅 注 给 , (I1). 

215a) G. N. Lewis and C. Tolman, Phi. Mag., 18 (1909) 510. N. Campbell 
曾 反 对 他 们 的 方法 ，PNl. ag., 21 (1911) 626, 对 形式 上 反对 意见 较 
多 ， 而 对 论证 的 主要 实质 则 较 少 。 这 可 从 了 .了 psteia 的 论文 中 看 到 
[Ann. Phys., Lng,, 36 (1911) 729], 它 证 明 ，Lewis 和 Toiman 的 结 
论 可 以 用 一 种 完全 严格 的 方式 达到 。 
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念 不 是 力 而 是 动量 . 他 们 设想 ,可 以 对 每 一 个 粒子 赋予 一 个 
平行 于 速度 的 动量 和 一 个 无 方向 的 动能 , 并 使 服从 守恒 定律 . 
这 就 是 , 当 各 质量 之 间 有 相互 作用 时 , 假使 既 无 动量 和 能 量 产 
生 , 也 无 热量 产生 , 则 系统 中 各 个 质量 的 动量 与 能 量 之 和 保持 
常量 ， 具 体 地 说 , 这 就 是 弹性 碰撞 的 情形 ，Lewis 和 Tolman 
曾经 设计 了 一 个 理想 实验 去 证 明 ， 动 量 和 动能 对 速度 的 依赖 
关系 可 以 唯一 地 根据 这 些 守恒 定律 的 洛 伦 兹 不 变性 条 件 来 决 
定 

设 两 观察 者 4 和 B 之 间 的 相对 速度 % 是 沿 %2 方 向 的 .他 
们 相对 而 立 ， 并 各 自 沿 正 y 方 向 和 负 y 方向 抛 出 两 个 质量 相 
等 及 速度 均 为 4 的 球 ,并 且 使 两 球 的 连 心 线 沿 着 wy 方向， 两 

个 球 的 速度 的 % 分 量 保持 不 变 . 而且, 由 于 对 称 性 的 理由 ,4 

各 B 将 对 他 们 各 自 的 球 观察 到 相同 的 运动 。 因 此 速度 合成 定 
理 (10) 得 出 了 两 个 碰撞 球 在 太 和 区 ' 中 的 速度 分 量 Wz, Wy 
和 ww 的 值 如 下 : 

磁 擅 前 


2 

| ov» 

Wz —=0, wy= —u 四 WwW = 一 wu /1——s. 
C 


Ws=V, Wy= 二 u jw =0, w= 十 Ww, 
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车 w=|W| 是 速度 的 绝对 值 , 则 动量 可 以 写成 
G=m(w Ww 
根据 定义 ， 其 中 m 称 为 质量 而 且 只 能 依赖 于 速度 的 绝对 什 
由 于 2 方向 的 动量 守恒 , 有 
ww, 


而 由 于 Y 方向 的 动量 守恒 ,有 
m| + (人 所 )] va- 所 -mow (a) 


除 以 4 并 过 渡 到 极限 ww->0, 我 们 就 得 到 了 所 要 证 明 的 结 
果 ， 


J 0 
A A 


式 中 m(0) mo， 容易 看 到 , 若 取 这 个 m 的 表达 式 , 关系 式 (a) 
对 任意 的 “也 适用 ， 其 次 , 假使 动量 已 经 算出 , 则 动能 的 表达 
式 (318b) 很 容易 通过 洛 伦 效 变 换 而 求 得 ， 现 在 力 已 可 规定 为 
动量 的 时 间 导 数 ， 而 且 力 的 变换 定律 已 可 直接 得 出 ， 因 此 我 
们 已 经 证 明 , 不 必 依赖 于 电动 力学 , 也 可 以 得 到 建立 相对 论 力 
学 的 根据 +. 

还 应 该 提 及 ，Jittner”9 曾 就 一 般 情况 导出 和 讨论 了 相 
对 论 力学 中 关于 弹性 碰撞 的 定律 . 


39. 相对 论 力学 中 的 哈密 顿 原理 | : 
普 朗 克 ”? 曾经 证 明 ， 运 动 方程 (317) 可 以 从 变 分 原理 导 
出 .假使 我 们 引入 拉 格 朗 日 淆 数 


1 见 补 注 12。 
216) F. Jiittner, 2Z. Math. Phys., 62 (1914) 410, 
217) 参阅 注 129， 
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L=—moc? 1 一 娩 ， (825) 
则 | 
| “(8L+EK.8r)dt=0, (326) 
to 


这 是 很 容易 验证 的 ， 正 如 经 典 力 学 中 的 哈密 顿 原理 一 样 , 如 ， 
六 的 值 和 积分 路 线 的 端点 的 值 都 是 预定 的 ， 运 动 方程 还 可 以 
写成 哈密 顿 方程 的 形式 . | 


,= , Gs=-24 (827) 
37 = 2 
来 代替 速度 分 量 六 y, z, 并 组 成 哈密 顿 函数 
HH rm ™ 
moe? lt tt Gs tO (328) 
则 
a 等， 
329 
一 到。 … 等 | 和 
作用 积分 |IQt 必 须 是 洛 伦 兹 不 变 式 ， 其实 , 它 简 单 地 等 
于 
| zw= -moz|wr， (330) 
式 中 7 为 原 时 .作用 原理 (326) 可 以 写成 23) 
—moo’8 |adr+ [KiBo'dr—0, (881) 


218) 34 在 积分 限 处 为 零 。 
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假使 取 52! 的 变 分 时 加 上 辅助 条 件 
天 一 0， 
则 可 更 简单 地 写 为 
8 | dr=0. (332) 


把 变 分 原理 表 成 这 样 的 公式 是 由 闵可夫 斯 基 ”” 提 出 的 . 
运动 方程 (317) 还 可 以 变 成 与 经 典 力学 中 的 维 里 定理 相 
对 应 的 形式 . 假使 我 们 令 


L+BEut (mur)—Rr, (333) 


并 令 在 运动 过 程 中 保持 有 限 的 极限 ， 而 且 速度 不 能 任意 
地 趋 近 光速 , 则 对 时 间 取 平均 后 , 可 得 
L-+E,=K.r. (333a) 


40. 广义 坐标 ， 运 动 方程 的 正则 形式 


在 相对 论 力 学 中 ， 一 般 不 可 能 引入 仅 依 赖 位 置 坐标 的 势 

能 , 因为 根据 相对 论 的 基本 假定 , 相互 作用 不 能 以 大 于 光速 的 

速度 传播 .但 是 在 某 些 特殊 的 情形 中 , 引入 这 样 的 势能 仍然 

是 有 用 的 , 例如 , 当 一 个 粒子 在 一 不 随时 间 变 化 的 力 场 中 运动 

的 情形 就 是 这 样 . 正 是 这 种 情形 在 巴 卫 来 洲 线 的 精 轩 生物 昌 
论 中 起 着 主要 的 作用 .我 们 能 

RK-=— _ grad Bot, (334) 


一 — N62 A/ 1— -Boo 3|Lat=0, : (335) 


24 |...— J, (836) 
OX 


H(G,…, 1 = E+ Boot=% 


219) ”参阅 注 54，(II)，, 附录 ， 
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一 of 三 虽 电 
四 (337) 
dG, 28H - 
dt Oz :， 


这 样 就 把 方程 化 成 正则 形式 . 我 们 还 可 以 引入 广义 坐标 
qi,…, 9:， 因 此 正则 共 思 动量 表 成 
oL 
和 | 
因而 我 们 有 
| 


: OL 338 
H(p, 9) =Tdr 57-—L, (388) 
dx 


而 且 , 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 在 这 里 也 和 经 典 力 学 中 一 样 可 以 适 
用 , 从 它们 本 身 的 推导 中 可 以 看 出 ,上 述 公 式 只 在 所 讨论 的 那 
个 问题 所 特有 的 一 个 坐标 系统 中 适用 ， 


41. 能 量 的 惯性 


动能 与 质量 之 间 的 简单 的 联系 (318b) 使 我 们 作出 假定 : 
对 于 每 一 种 能 量 召 必 有 一 质量 m= 如 /e? 与 之 相当 ”“、 由 此 
可 知 : 一 个 物体 的 质量 会 因 加 热 而 增加 , 而 且 借助 于 吸收 物体 
与 放射 物体 之 间 的 辐射 , 会 发 生 质 量 的 转移 .对 于 第 二 个 例 
子 可 以 作 如 下 的 证 明 . 设 有 一 在 五 " 中 静止 的 物体 放射 出 辐 


220) A. Einstein, Ann. Phys., Lpz., 18(1905)639( 也 在 论文 集 “Rejlativi 局 - 
tsprinzip” 中 可 以 见 到 )。 质 能 等 效 原理 在 这 里 首先 出 现 ， 也 可 参阅 
Ann. Phys., Loz., 20(1906)627, G. N. Lewis, Phi. Mag., 16(1908) 
705, 相反 地 , 从 假定 =me? 出 发 ,并 用 方程 U'QCmu)/at==4B/Qt 导 
出 了 质量 的 速度 依赖 关系 ，% 一 ?m0/M1 一 户 ，。 
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射 能 量 如 wa, 并 使 辐射 的 总 动量 为 零 ,因而 物体 在 五 中 仍然 
保持 静止 。 根据 (228) 式 , 在 一 个 以 相对 速度 运动 的 坐标 系 
K 中 就 会 放射 出 动量 


由 于 物体 的 速度 Y 是 不 变 的 ， 这 只 当 它 的 静止 质量 mo 减少 
了 量 
Krad 

dro 一 一 
才 有 可 能 . 作 动 量 上 的 类 似 考虑 ， 可 以 证 明 对 热能 也 必须 由 
予 一 质量 .从 下 面 的 讨论 可 以 看 出 这 句 话 是 合理 的 . 前 已 述 
及 , 变换 公式 (321) 既 适用 于 一 个 单 粒子 的 动量 和 能 量 , 也 辣 
样 适用 于 一 组 粒子 的 总 动量 和 总 能 量 . 假使 这 样 来 选取 坐标 
系 玉 。 使 得 那里 的 总 动量 为 零 , 则 在 坐标 系 下 中 , 我 们 又 有 

GY_ Eo 也 -_ 2 
5 Vi 尿 AIT- 刷 

因此 这 个 坐标 系 的 性 质 狂 如 一 个 静止 质量 ?2 为 mo= Eo/0 
的 单 粒子 .显然 , 理想 气体 就 是 这 样 的 一 个 粒子 系统 ， 这 里 
五 。 变 成 moc* 十 U， 其 中 UV 是 热能 。 因 此 它 的 惯性 业已 证 
出 . 

洛 伦 效 222) 曾经 讨论 过 更 普遍 的 情形 . 考虑 一 个 由 质量 ， 
拉 长 的 弹簧 , 光线 等 组 成 的 任意 封闭 的 物理 系统 。， 设 此 系统 
在 坐标 系 及 o 中 是 静止 的 ( 即 总 动量 为 零 )， 因 此 在 任 一 其 他 
的 坐标 系 五 中 , 它 将 具有 速度 u,， 即 具有 太 。 相 对 于 KK 的 速 


221) A. linstein, Ann. Phys., Lpz., 23 (1907) 371. 
222)” 参 闻 注 3,， 及 “Over de massa der energie’”? Versl. gewone Vergad. 
Akad, Amst,, 20 (1911) 87 ， 
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度 . 现在 我 们 可 以 作 非常 巧合 的 假定 ， 即 同 单 粒子 中 的 情形 
一 样 汪 ,系统 在 五 中 的 动量 Gi 由 下 式 给 和 定 : 


一 IdU= oo 
人 一 ~V 1— (w/c?) ™ 
因此 下 列 的 变换 公式 对 Ga 适用 ， 
1 os— my jy ) 。 
1 V1i—B 9》 1y Giy, Gis Co。 
现在 我 们 令 此 系统 1 与 另 一 个 只 由 辐射 所 组 成 的 系统 2 相 作 


用 . 令 4G@, 和 4G; 是 两 个 系统 中 动量 的 改变 , 而 4b1, 4E， 


是 两 系统 中 能 量 的 改变 . 则 我 们 必 有 : 
AGi+AG,=0, AG’ -+AG;=0, AB,+ AE,=0, 
而 且 , 由 于 (228) 式 ， | 
;} dv 一 (2]c2) A 
AG2s 入 汪 轩 V1—pB? 3 


sm=4e. (339) 


由 此 直接 得 出 


这 表明 跟 我 们 所 讨论 的 是 何 种 能 量 完 全 无 关 . 

这 样 我 们 可 以 认为 已 经 证 明 ， 相 对 性 原理 以 及 动量 和 能 
量 守恒 定律 导致 质量 与 (任何 种 类 的 ) 能 量 等 效 的 基本 原理 . 
我 们 认为 这 个 不 理 (为 爱 因 斯 坦 所 完成 ) 是 狭义 相对 论 的 最 重 
要 的 结果 ， 到 目前 为 止 ,尚未 对 这 个 原理 提供 定量 的 实验 证 
据 ， 爱 因 斯 坦 224 在 他 关于 相对 性 原理 所 发 表 的 第 一 篇 论文 


223)” 若 假定 系统 只 受到 电磁 力 ， 则 不 需要 作 这 个 假定 。 参 阅 A. Einstein, 
Jb. Radioakt., 4 (1907) 440， 车 动 量 在 任何 坐标 系 中 不 等 于 零 , 则 有 
界 的 平面 光波 是 一 个 例外 情形 (参阅 $ 30) .因为 在 此 情形 中 ， 我 们 必 
须 在 上 式 中 , 令 & 一 c， 所 以 我 们 必须 认定 它 的 静止 质量 为 零 〈《 参 阅 注 
222) . 

224) ”参阅 注 220，18， 


42. 广义 动力 学 167 


中 已 经 指出 , 可 能 利用 放射 性 过 程 来 检验 这 一 理论 .但 是 所 
预期 的 放射 性 元 素 225 的 原子 量 亏 损 对 实验 测定 来 说 是 太 小 
了 。 郎 之 万 ?29) 首先 指出 ， 可 能 利用 核子 间 相 互 作用 能 量 的 
等 效 质 量 来 解释 元 素 的 原子 量 (相对 于 豆 一 蕊 对 整数 的 偶 
要 它们 不 是 由 于 同位 素 所 引起 . 近来 对 这 个 建议 进 
行 了 很 多 的 讨论 *”?， 在 不 久 的 将 来 , 或 许 通 过 对 原子 核 的 稳 
定性 的 观察 , 可 以 验证 这 个 质 能 等 效 定理 。 目前 则 已 经 有 了 
定性 符合 的 迹象 “1. 


和， 广义 动 力学 

假使 我 们 不 讨论 总 能 量 和 总 动量 ， 而 仍然 回 到 能 量 窗 度 
和 动量 密度 上 来 , 情况 将 会 变 得 更 简单 些 ， 我 们 曾经 在 § 30 
的 方程 (225) 中 看 到 , 可 以 从 一 个 应 力 张 量 Si 的 散 度 导出 四 
维 电 磁力 . 这 可 以 导致 明显 的 推广 , 即 这 一 推导 对 于 任何 种 
类 的 力 均 适用 ， 以 我 们 目前 所 具备 的 知识 就 可 以 证 明 这 扩 . 
因为 我 们 知道 , 所 有 的 力 (弹性 的 , 化 学 的 , 等 等 ) 都 可 以 化 为 


225) M. Planck, S. B. preuss. Arad. Wiss. (1907) 542; Ann. Phys., Lp2., 
76 (1908) 1; A. Hinstein (参阅 注 223，443 页 ) 。 

226) P. Langevin, J. Phys. théor. appl. (5) 3 (1913) 553. 同时 ，Langevin 
想 根 据 原子 核 内 能 的 等 效 质量 导出 原子 量 对 整数 的 全 部 偏差， 这 已 为 
R. Swinne 所 强调 ，Phys. 2., 14 (1913) 145, 即 必须 同时 考 虚 所 有 的 
同位 素 ， 正 如 被 Aston 实验 所 证 明 的 那样 在 许多 情形 中 是 确实 存在 
的 . ~ 

227) W.D. Harkins 和 卫 . D. Wilson, 2Z. anorg. Chem., 95 (1916)1 及 
20; W .Lenz, S. B. bayer. Akad,. Wiss(1918)35; Naturwissenschaften, 
8 (1920) 181; O. Stern 及 M. Vollmer, Ann. Phys., Lps., 59(1919) 
225; A. Smekal, Naturmwissenschaften, 8 (1920) 206; S. B. Akad, 
Wiss. Wien, Abt. IIa, 129 (1920) 455, 

+ 见 补 注 13， 
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电磁 力 一 一 重力 在 这 里 是 例外 2272， 电 子 和 氧 原子 核 在 运动 
过 程 中 的 相互 作用 力也 构成 一 个 例外 (人 参看 第 V 编 ). 因此 
我 们 将 按 下 列 方式 进行 讨论 ， 在 能 量 -动量 张 量 的 表达 式 
(222) 中 , 我 们 把 场 张 量 Fw 分 解 成 由 每 一 个 带电 粒子 所 引起 
的 各 自 部 分 , 因此 张 量 &i* 分 解 为 两 部 分 : 其 中 的 一 部 分 是 由 
各 个 不 同 的 粒子 的 场 张 量 的 分 量 之 积 所 组 成 ， 而 另 一 部 分 是 
由 同一 个 粒子 的 场 张 量 的 分 量 之 积 所 组 成 ， 我 们 将 只 保留 前 
一 部 分 ,， 即 描述 各 个 粒子 间 相 互 作 用 的 一 部 分 . 假使 我 们 现 
在 取 散 度 , 那么 只 能 得 到 相互 作用 力 . 因此 我 们 可 以 写 出 

- (us DSi;i 

dr vr 
而 由 (322) 式 , (324) 式 ， 

2(O*+8") _0 

.0Ow"* “ 


因此 物体 可 以 用 一 个 散 度 为 零 的 能 量 -动量 张 量 T* 来 表征 ， 


Tr = Ot Sn, (340) 
OP _ 
Dh =0. (341) 


象 在 (224) 式 中 那样 , Ti 的 空间 分 量 代表 应 力 , 也 可 以 解释 
为 动量 流 的 分 量 ,而 其 余 的 分 量 则 决定 动量 密度 多 、 能 流 8 
以 及 能 量 密度 历 : 


了 4 一 20g， Tu 一 二 S，[ 指 标 %==1, 2， 3], | (842) 
Tu=W, | 


这 里 能 量 - 动 量 张 量 已 经 表示 为 力学 的 贡献 和 电磁 的 页 


227a) ”目前 我 们 还 不 能 说 , 这 里 所 讨论 的 动力 学 将 被 量子 论 修正 到 怎样 的 程 
度 ， 
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献 之 和 ， 可 参看 第 V 编 中 关于 把 力学 部 分 也 化 为 电磁 次 分 
的 工作 ， 对 于 以 下 的 纯 唯 象 的 讨论 , 重要 的 不 是 能 量 -动量 张 
量 的 性 质 ， 而 只 是 能 量 -动量 张 量 的 存在 、 就 历史 方面 来 说 ， 
应 该 提 及 ， 对 于 机 械 (弹性 的 ) 能 量 存在 这 样 的 张 量 首先 为 
Abraham??8) 所 肯定 ， 劳 厄 2 最 后 把 它 表 成 公式 . 回 漳 到 机 
械 张 量 和 电磁 张 量 , 能 量 - 动 量 张 量 的 对 称 性 会 得 到 保证 ， 这 
点 在 先前 是 作为 一 个 独立 的 假设 而 引入 的 ， 对 称 性 导致 一 个 
十 分 重要 的 结果 .由 于 (342) 式 , 从 Ta=T4 可 得 出 


g- 上 . (343) 


必 
这 就 是 首先 由 普 朗 克 22) 所 表述 的 能 流 的 动量 定理 ， 根据 这 个 
定理 , 对 于 每 一 能 流 有 一 动量 与 之 相应 . 这 个 定理 可 以 认为 
是 质 能 等 效 原理 的 补充 定理 . 质 能 等 效 原理 只 涉及 总 能 量 ， 
而 这 个 定理 还 谈 到 动量 和 能 量 定 域 化 的 一 些 问题 . 
正如 在 $ 30 中 那样 , 我 们 可 以 由 (3 入 ) 式 推出 : 一 个 封闭 
系统 的 总 能 量 与 总 动量 形成 一 个 四 维 矢 量 
(J1, Ja, Ja) 一 cG 4 一 4 五 . (227 ) 
公式 (228) 在 这 里 也 适用 . 任何 形式 能 量 的 惯性 , 例如 势能 的 
惯性 , 可 以 由 此 直接 推出 ， 让 我 们 再 注意 一 下 能 量 的 附加 管 
量 已 经 按照 一 个 静止 电子 的 能 量 等 于 moc? 的 方式 加 以 确定 
了 . 因此 ,B=me? 一 般 说 来 是 成 立 的 . 
角 动 量 
L- |GAg)a7 (344) 


228) M. Abraham, Phys. 2., 10 (1909) 739; M. v. Laue (参阅 178a 及 
Ann. Phys., Lpg.，35 (1911) 524; 参阅 W, Schottky, Dissertation 
(Berlin 1912)., 

229) M,. Planck, Phys, Z,, 9 (1908) 828. 
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的 守恒 也 可 按 通常 方式 从 (341) 式 推出 ?2。 为 了 使 这 个 守恒 
定律 成 立 ， 基 本 上 只 要 Zw 的 空间 分 量 是 对 称 的 就 可 以 了 . 
假使 每 一 参考 系 都 要 求 有 这 一 对 称 性 ， 则 混合 分 量 也 必须 是 
对 称 的 , 这 又 意味 着 能 流 的 动量 定理 ?2 


各 .存在 外 力 时 一 个 系统 的 能 量 和 动量 的 变换 


只 当 问 题 中 所 出 现 的 所 有 各 种 能 量 和 动量 均 包括 在 刀 和 
G 中 时 , 公式 (228) 才 适用 .假使 我 们 所 讨论 的 是 在 外 压力 作 
用 下 的 气体 或 是 一 组 静止 的 电荷 ， 就 应 该 再 把 容器 的 弹性 能 
或 带电 物质 的 能 量 考 虑 在 内 ， 这 样 做 会 感到 很 不 方便 ， 所 以 
我 们 要 求解 下 述 的 一 个 普遍 问题 , 这 里 只 考虑 会 产生 力 天 的 
一 种 能 量 , 并 使 


O: 帮 
9 =f, (345) 


其 中 Sw 是 相应 的 张 量 。 我 们 要 求 出 总 能 量 和 总 动量 的 变换 
公式 设 系统 在 坐标 系 K' 中 是 静止 的 [ 即 在 玉 ' 中 ,总 动量 
为 零 (G' = 0)] 并 设 所 有 态 函 数 均 与 时 间 无 关 . 

”我 们 现在 有 两 种 方法 可 以 随便 选用 . 我 们 可 以 首先 把 能 
量 和 动量 密度 都 变换 到 运动 系统 中 去 .借助 于 一 个 对 称 张 量 
的 分 量 的 变换 公式 , 这 是 容易 做 到 的 , 然后 我 们 可 对 体积 进行 
积分 ， 劳 厄 22 就 是 按 这 样 的 方式 进行 的 ， 我 们 求 得 


230) ”参阅 注 4，8 7 ， 

230a) ”关于 角 动 量 定理 方面 ,应 该 提 及 了 . Epstein (参阅 注 215a) 把 角 动 量 
作为 一 面 张 量 ，Nww 一 xp 一 XpK4 引入 这 个 理论 之 中 ,这 里 五 ; 是 闵 本 
夫 斯 基 力 . ， 

231)  M. v. Laue, Ann. Phys., 了 Di， 35 (1911) 524; 也 可 参阅 注 178a, 87 
页 方程 (i02) 及 153 页 方程 (XXVII)， 
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1 
(一 IB Sd | 
Vi-—pB3 oo +] "| 


GQ,= 包 |S dV, ”3 (346) 


B= [e+ |Siar"']， 


1 
M1—pB? 
假 合 在 特殊 情形 下 应 力 是 一 均匀 的 标 压强 2, 则 


1 
Gz = 3 “(B+py"), Gy=G;,=0, 
Vi (346a ) 
1? 22。 了/ 
-下 -7 + 各 pV') 
这 是 普 朗 克 222 在 他 的 关于 运动 系统 的 动力 学 的 基本 论文 中 
首先 发 现 的 . 


第 二 种 方法 类 似 于 8 21 中 对 wx 的 矢量 特性 的 证 明 . 但 
是 在 此 情形 中 , 必须 注意 我 们 不 能 简单 地 用 对 于 超 平 面 必 一 
常数 的 积分 去 代替 对 于 超 平面 2 “= 常数 的 积分 其实 两 个 
积分 只 相差 


一 | re3 


六 里 积分 是 对 两 个 超 平面 所 包含 的 世界 区 域 进行 的 ， 著 取 2 
山 沿 K 相对 于 K' 的 速度 方向 , 容易 看 出 


| fid3 = 8| fig' Ay, 
再 经 过 几 道 计算 以 后 , 我们 就 得 到 


232) “参阅 注 225; 也 可 参阅 A. Einstein, J2. Radioakt,, 4 (1907) 411。 
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1 
I 


G = 2[B + | fm ay | 


< fiw' dV', Gs—*., (347) 


BAsle +e| fo ar]. 


这 些 公式 是 由 爱 因 斯 坦 2?) 导出 的 , 而 劳 厄 的 公式 可 以 从 这 些 
公式 进行 分 部 积分 而 得 . 
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容易 看 到 :， 按照 相对论 力学 的 变换 公式 ， 当 作用 于 一 个 
运动 刚体 上 的 合力 矩 为 零 时 ， 这 个 运动 刚体 并 不 处 于 平衡 状 
态 . 例如 , 考虑 一 根 在 坐标 系 长 中 的 杆 , 上 是 以 速度 由 沿 2 
轴 方 向 运动 ”?。 在 一 个 随 杆 一 起 运动 的 系统 玉 中 , 设 有 两 
个 相等 而 反 向 的 力 沿 着 杆 的 方向 作用 于 杆 的 两 端 E.。 设 a 是 
在 K' 中 所 测 得 的 杆 与 玉 ' 相对 于 玉 的 速度 4 (z' 轴 ) 之 间 的 
夹 角 . 假使 2, y 是 杆 的 两 端 在 玉 中 的 坐标 之 差 ， 而 7， 9 
是 在 中 的 相应 值 , 则 

Ks=|K'lcosa, K,=|K'|sina, 
从 (216) 式 我 们 有 
K,=K', RK,=K'MVi-pB 
以 别 于 
v= V1i—pB, y=y. 
所 以 在 中 , 力 不 是 沿 着 杆 的 方 铅 ， 作 用 在 杆 上 的 力 偶 为 
233) ”参阅 注 221. 在 A. Binstein, Jb. Radioakt., 4 (1907) 446 和 447 中 


可 找到 更 普遍 的 处 理 方法 . 
234) 参阅 注 215a P. Bpstein, 779 页 。 
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N=(1—B Ky—Yy EK, 

= — Bw'K'=— BlolK’'|sinacosa. (348) 

现在 我 们 必须 要 问 ， 为 什么 尽管 有 这 个 力 偶 存在 , 却 无 转 

动 发 生 ? 首先 可 以 看 出 , 在 KK' 中 与 外 力 及 平衡 的 弹性 力 是 

与 外 力 按 同样 的 方式 变换 的 . 所 以 在 KK 中 存在 一 个 弹性 力 

虹 与 外 力 偶 取 相抵 消 ， 还 有 一 个 更 令 人 信服 的 理由 可 以 说 

明 弹 性 力 在 此 情形 中 不 是 沿 着 杆 的 方向 的 .这 些 力 不 能 够 单 

独 由 应 力 张 量 的 散 度 来 表示 . 必须 加 上 从 动量 密度 的 时 间 导 

数 得 出 的 一 个 附加 项 (参看 § 42). 这样 可 以 得 到 转动 力 偶 的 

正确 的 定量 的 数值 , 这 可 以 从 下 面 的 论证 中 看 出 来 。 弹性 力 

所 引起 的 力 偶 可 是 等 于 总 弹性 角 动 量 工 对 时 间 的 负 导 数 ， 

即 , 按照 (344) 式 ， : 

dL 


N=- 一 名 -= -|(rAg)ay. (344a) 
这 一 推导 十 分 类 似 于 洛 伦 兹 ”3 对 于 电磁 力 情 形 的 推导 . 因 


为 在 玖 ' 中 所 有 态 函数 均 与 时 间 无 关 , 容易 推 得 “” 
一 一 (QUAG). (344b) 


这 样 就 把 转动 力 偶 的 决定 转化 为 对 总 弹性 角 动 量 
G= 三 [Sav 
的 决定 ， 就 这 里 的 情况 而 言 ， 能 流 总 是 平行 于 杆 的 方向 , 而 对 
标的 横 截面 的 积分 | suac= ||S1ao， 根 据 能 量 守 昼 定律， 等 / 
于 所 完成 的 功 反 .QU， 因此 
G= 二 (KW, 


234a) ”参阅 注 4, 887 和 21(a) 。 
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式 中 工 是 具有 分 量 2, 9 的 矢量 . 代入 (344p) 式 , 即 得 
IN|=S(K:w|uNAr| -BKy BU |sinacoso, 


这 正好 抵消 了 转动 力 偶 (348) . 
相似 的 论据 可 以 应 用 于 直角 杠杆 的 情形 中 ，Lewis 和 
Tolman”5) 曾 注意 到 在 此 情形 中 存在 着 一 个 转动 力 偶 ， 并 且 
由 劳 后“ " 根据 能 流 的 动量 定理 加 以 解释 ， 
其 次 ， 假 使 把 作用 于 杆 上 的 外 力 看 成 由 两 个 位 于 杆 端的 
小 的 球形 电荷 所 产生 ， 则 只 需要 很 简单 的 措施 就 可 以 实现 
Trouton 和 Noble 的 实验 装置 2"， 这 些 物理 学 家 曾经 考察 
过 一 个 充电 的 电容 器 是 否 会 转向 跟 地 球 运 动 方 器 相 垂直 的 方 
向 . 若 电 容器 在 坐标 系 中 沿 ” 轴 方 向 以 速度 如 运动 ， 那 么 这 
个 坐标 系 中 的 电磁 场 一 般 有 一 力 偶 作 用 于 电容 器 上 ””》.。， 设 
2 是 电容 右 的 极 板 的 法 线 与 速度 口 所 成 的 角 ，W' 是 能 量 密 
度 , 如 是 在 一 个 随 电容 颖 一 起 运动 的 系统 ‘中 的 静电 能 
借助 于 (346) 式 , 就 可 以 计算 运动 系统 中 的 动量 .由 于 KK' 中 
的 场 仅 由 电容 器 两 板 之 间 的 均匀 静电 场所 组 成 ， 并 且 与 它们 
垂直 ， ee 
= |E’|lcosa'’, BEB,= |E'|sina’, 
而 且 对 于 Szz 和 Szsv， 我 们 可 求 得 
z Sw=W'— E22~=W'(1—2c¢c0sa’), 
Siwy=— EBy= —2W'sin oa’ cosa', 
代入 (346) 式 中 后 , 有 


235) GQ. N. Lewis and BR. OU, Tolman, Phi. Mag,, 18 (1909) 510。 
236) M. v. Laue, Phys. Z., 12 (1911) 1008 。 

237) ”参阅 注 6; 也 可 见 注 4 § 56 (0). 

238) 可 参阅 注 178&, M. v. Laue, 99 页 对 这 方面 的 推导 。 
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内 
G-。 ce” A COS20' ) 一 -2 -二 了 in? a", 
(349) 
Gy = 一 2-5 E'sinw' cosw' 一 一 -五 hE sin 20/ . 


折 以 除了 高 阶 项 以 外 ,动量 是 平行 了 于 电容 器 的 两 板 . 由 此 , 并 
由 (344b) 式 , 可 求 得 一 个 大 小 为 

IN| =u%,= BE' sin 2a' (350) 
的 力 偶 ， 因 此 , 决 不 会 观察 到 转动 , 这 和 以 前 根据 相对 性 原理 
所 预期 的 一 样 ， 早 在 1904 年 , 洛 伦 兹 ?9) 已 作 了 正确 的 解释 ， 
即 弹性 力 跟 电磁 力 按 完全 相同 的 方式 变换 . 劳 厄 2 的 概念 
更 为 深入 ， 按 照 他 的 概念 , 弹性 能 流 的 动量 产生 了 一 个 力 偶 ， 
此 力 偶 正好 抵消 了 电磁 力 偶 ， 劳 厄 29) 还 详尽 地 考察 了 力 偶 
(350) 是 怎样 产生 的 .在 这 里 值得 注意 的 是 , 在 KK' 中 除了 垂 
直 于 电容 器 极 板 的 力 ;， | 到 4| =B'/de 以 外 ,在 每 一 个 极 板 上 还 
作用 着 与 各 边 垂直 并 在 极 板 平面 内 的 力 ， 假使 极 板 是 边 长 为 


Ka 


图 4 


239) ”参阅 注 4，§ 64; 也 可 参阅 注 10, Versl. gewone Vergad, Afad, 
Amst. . 

240) M. vy. Laue, Anm. Phys., Lp2., 33 (1911) 524， 

241) M. Yv. Laue, Ann. Phys,, Lpz., 38 (1912) 370, 
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2 0 的 长 方形 ， Mn b 和 5 上 的 附加 力 分 别 为 : 
[Ks| = 二 Be 和 || 一 二 /5 


假使 边 6 站 于 这 上 u, 则 Ks 就 不 必 考 虑 了 . 图 4 分 别 说 
明了 作用 在 系统 上 ' 和 五 中 的 力 Ki, 有 Ks 和 Ki1, Ks. 

把 力 变换 到 系统 到 中 ， 就 可 直接 求 得 转动 力 偶 ， 转动 
力 偶 有 一 半 是 力 偶 Ki 贡献 的 , 而 另 一 半 是 两 个 力矩 及 。 贡献 
的 动量 表达 式 (347) 也 是 容易 证 明 的 . 我们 有 : 


| 4 一 五 (Sin2a' 一 co0s2a') 

| ‘a =2E sin &' Cog a”, 
出 此 , 我 们 又 得 到 (349) 式 . 

除了 上 面 所 讨论 的 那些 电荷 分 布 以 外 ， 当 电荷 在 作 匀 速 

运动 时 ， 也 会 导致 转动 力 偶 ， 椭 球 的 情形 就 是 一 个 例子 ”*2?. 
但 是 由 于 相对 性 原理 , 决 不 会 发 生 转 动 。 假 使 场 在 运动 系 K' 
中 是 球形 对 称 的 ， 则 五 中 的 动量 是 平行 于 如 的 ， 而 且 由 于 
(344b) 式 , 转动 力 偶 变 成 零 ， 在 此 情形 中 ， 


[Et dp'= [swap = 8s.ay', 
而 且 从 Ss 二 Syy 十 Ss 二 W' 可 知 , 后 面 三 个 积分 的 每 一 个 都 等 
于 于 .所 以 ,从 (346) 式 ， 


Ap ED' (1 可 w/c? ) 
G_ a3® pFUtrse/) 
FVII Vi- 记 : 


参看 第 V 编 关 于 这 些 关 系 对 单个 电子 情形 中 的 应 用 . 


242) M. Abraham, Ann. Phys., Lps., 10 (1903) 174; 及 Theorie der 
Blerirmizitat, 第 二 卷 (1905 年 第 一 版 ) 170 页 以 下 。 
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45. 流体 力学 和 弹性 理论 


从 历史 观点 上 来 说 ， 相 对 论 的 弹性 理论 导 源 于 把 刚体 这 
个 概念 也 应 用 于 相对 论 的 想法 ，。 人 们 自然 必须 先 要 去 研究 一 
下 洛 伦 兹 不 变 的 刚体 的 定义 ， 这 个 定义 是 玻 恩 ”* 信 首先 提出 
的 .假使 物体 的 一 个 给 定 体积 元 在 坐标 系 尺 。 中 是 不 变形 
的 , 而 这 个 体积 元 在 及 。 中 又 处 于 瞬时 静止 状态 , 那么 这 个 物 ， 
体 可 认为 是 一 个 刚体 ， 现 在 用 分 析 法 把 它 列 出 方程 如 下 : 让 
我 们 按 拉 格 朗 日 的 方法 来 表征 变形 介质 的 流动 ， 并 把 坐标 


21,…, 4 表示 为 初始 坐标 如, …, 和 原 时 ?一 一 或 者 为 了 
对 称 的 理由 , 把 它 表 为 作 一 cr 更 好 些 一 一 的 函数 : 
Vw, ,8°). (352) 
两 个 相 邻 的 空间 - -9 间 吉 的 划 
一 之 (dz ) ， 


则 变 成 微分 dé' 的 二 yx 型 

ds? = A dt: der. (353) 
假使 我 们 挑 出 那些 世界 点 ， 在 给 定 的 时 刻 , 这 些 点 对 于 随 

着 体积 元 一 起 运动 ET 它们 满足 方程 


de"= (354) 


Wd = Ui 可 2 


式 中 以 一 四 维 速度 一 一 则 dé* 可 从 (353) 式 消去 ,而且 可 以 把 
线 元 der 写成 三 个 空间 微分 的 二 次 型 
?一 Dpadé'dér. (355) 


pz 对 它们 的 初始 值 的 偏差 表征 体积 元 的 变形 . 对 于 一 个 刚 
体 , 它们 总 为 零 , 因此 


一 一 一 


243) M. Born, Ann. Phys., Lpe., 30 (1909) 1, 
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50， (356) 
但 是 Ehrenfest”9 的 简单 论证 表明 ; 不 可 能 使 这 样 的 一 
个 物体 转动 .假使 这 是 可 能 的 话 , 则 由 于 洛 伦 兹 收缩 , 物体 上 
诸 点 所 摘 绘 的 加 的 周 长 将 会 变 小 ， 但 是 它们 的 半 名 却 保持 不 
变 , 因为 它们 总 是 与 速度 垂直 。 也 erglotz245) 和 Noether24) 进 
而 独立 地 证 明 : 在 玻 恩 的 意义 下 的 刚体 只 具有 三 个 自由 度 ,不 
同 于 经 典 力学 中 的 刚体 具有 六 个 自由 度 . 除了 例外 的 情形 ， 
当 物 体 上 单独 一 点 的 运动 已 被 确定 ， 则 物体 的 运动 就 被 完全 
确定 。 这 对 于 在 相对 论 力学 中 ”*? 引入 刚体 这 个 概念 的 可 能 
”性 在 它 本 身 就 引起 了 强烈 的 怀疑 .在 劳 厄 3 的 一 篇 论文 中 
最 后 澄清 了 这 点 , 他 以 十 分 初 浅 的 论据 证 明了 ; 按照 相对 论 的 
理论 , 一 个 物体 的 运动 自由 度 的 数目 不 可 能 是 有 限 的 。 因为 
任何 作用 不 能 以 大 于 光速 的 速度 传播 ， 若 同时 在 ww 个 不 同 的 
地 点 给 与 物体 一 个 冲 量 , 从 一 开始 作用 , 将 会 引起 至 少 要 用 
个 自由 度 来 描述 的 运动 . 
、 因此 ,刚体 这 个 概念 在 相对 论 力学 中 是 没有 什么 地 位 的 ， 
但 是 引入 一 个 物体 的 刚性 运动 这 个 概念 仍 是 自然 的 而 且 是 有 
用 的 . 我 们 将 把 那些 满足 玻 恩 的 条 件 (356) 的 运动 看 成 刚性 
运动 . 后 来 Herglotz*3) 发 展 了 相对 论 的 弹性 理论 , 它 基 于 下 


244) PP. Ehrenfest, Phys. Z., 10 (1909) 918 

245) GG. Herglotz, Ann. Phus.. Lpg., 31 (1910) 393. 

246) F Noether, Ann. Phys., Lpg,. 31 (1910) 919. 

247) 参阅 M. Born, Phys,. 2Z., 11 (1910) 233; M. Planck, Phys. 2., 11 
(1910) 294; W. vy. Ignatowski, Ann. Phys., Lpe., 33 (1910) 607; P, 
ihrenfest, Phys. 2Z., 11(1910) 1127; ‘M. Born, Nachr. Ges. Wiss. 
Gottingen (1910) 161. 

248) M. vv. Laue, Phys. 2Z., 12 (1911) 85, 

249) G. Herglotz, Ann. Phys., Lpg., 36 (1911) 493, 
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述 的 观念 ， 即 当 违 反 玻 恩 的 条 件 (356) 时 ， 总 会 出 现 应 力 . 他 
从 作用 原理 


8 js de de 一 0 (357) 


导出 了 运动 方程 ， 式 中 $ 为 形变 量 hw 的 一 个 函数 ， 它 是 这 
样 选取 的 : 对 稳定 的 情况 , 依赖 于 pr 的 方式 和 通常 弹性 理 
论 中 的 拉客 朗 日 函数 完全 一 样 ， 这样 得 出 的 运动 方程 可 以 拟 
合 为 劳 厄 体系 中 的 (340) 式 和 (3 红 ) 式 . 

还 应 该 担 及， 为 了 和 绝对 应 力作 对 比 , 劳 厄 so 又 引入 了 
相对 应 力 ， 从 (341) 式 可 以 得 出 ， 

六 

由 于 公式 的 左 方 只 有 动量 密度 的 定位 改变 率 而 不 是 总 改变 
率 ,所 以 的 空间 分 量 并 不 代表 弹性 应 力 ， 动 量 密度 的 总 改 


变 率 5& 由 下 式 确定 ， 


(i=1, 2, 3). (358a) 


从- 千 + 轨 3 oh 
因此 
其 中 
页 ,一 To 一 ga (i, b=1, 2,3), (359) 


必须 注意 ， 相 对 应 力 Tw 是 不 对 称 的 。 它们 的 变换 定律 由 下 
式 给 定 : 
250) ”参阅 注 228; 也 可 参阅 注 178a, 8 26. M, Abraham [ 尼 , GC. Circ, 71Ct。 


Palermo, 28 (1909) 1] 在 此 以 前 , 已 经 在 运动 物体 的 电动 力学 中 引入 
十 分 相似 的 相对 应 力 。 
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人 0 
V1i—pB? 
i = VI BT,, Tos= Mi~ BT Ty = Ty, 
与 绝对 应 力 的 相应 关系 不 同 , 这 里 不 出 现 能 量 密度 矿 。。 假使 
在 静止 系统 中 , (三 维 ) 应 力 张 量 独特 地 是 一 个 标量 
有 0 一 008 (i, b=1, 2, 3), 


Tys = Ty, (360) 


z= 


四 
wWI 一 6 


则 我 们 还 有 
- i = Po,” 
标 压强 是 一 个 不 变量 
DP=Po . (361) 


假使 我 们 将 压强 定义 为 单位 面积 上 的 力 220， 上 式 即 可 直接 从 
力 和 面积 的 变换 公式 得 出 [也 可 参看 8 32(8) 关于 辐射 压强 
的 不 变性 的 讨论 ] . 

液体 的 运动 方程 可 采取 比较 简单 的 形式 ， 因 为 三 维 应 力 
张 量 在 这 里 已 退化 为 一 个 标量 .除了 Herglotz 以 外 ， 
Ignatowski”3) 和 Lamjla259 也 曾经 讨论 过 这 一 特殊 情形 .这 
些 作 者 的 结果 都 是 一 致 的 ， 设 uo 是 静止 质量 密度 , p 是 于 


强 ， 了 是 积分 |ap/ua， 和 通常 流体 力学 中 一 样 ， 如 果 仅 限于 
绝热 过 程 的 情形 , 则 能 量 -动量 张 量 由 下 式 给 定 ， | 
T=po (1+ 与 ) ai 二 DB,E (862) 


251) ”参阅 注 232, § 13; A. Sommerfeld, Ann. Phys., Lpz., 32 (1910) 775, 
首先 为 M. Planck 所 表述 (参阅 注 225)， 

252) ”人 参阅 注 249 . 

253) W.v. Ignatowski, Phys. 2Z., 12 (1911) 441. 

254) E. Lamla, Dissertation (Berlin 1911); Ann. Phys., Lps., 37 (1912) 
772, 
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以 对 上 和 式 作 标 积 , 则 由 方程 


-0 
Cw 
可 得 出 连续 性 方程 。 和 
Mo 一 
po —0 (363) 
和 运动 方程 
P\adu [op Qo /np - 
po (1+ 训 ) 伟 -一 [ 强 +w 丰 (名 )| (364) 


对 于 静止 的 情况 , T8 得 出 了 能 量 密度 的 通常 表达 式 ， 

这 些 论据 只 对 于 证 明 有 可 能 建立 不 发 生 矛 盾 的 一 个 相对 
论 性 流体 力学 和 一 个 弹性 理论 有 些 价值 . 从 物理 学 观点 来 
说 , 它们 并 不 产生 任何 新 的 东西 , 因为 当 物 质 中 弹性 波 的 速度 
” 比 6 为 小 时 ， 相 对 论 弹 性 理论 的 方程 与 通常 理论 的 方程 实际 
”上 是 没有 什么 区 别 的 . 

Herglotz 和 Lamla 曾经 从 他 们 的 方程 导出 ， 压 缩 系数 
一 定 要 有 一 个 下 限 ， 否 则 弹性 波 就 能 够 以 大 于 光速 的 速度 传 
播 了 .但 是 相对 性 原理 似乎 不 能 对 内 聚 力 的 大 小 作出 任何 陈 
述 ， 当 静 压缩 系数 趋 近 于 Herglotz 和 Lamla 极限 时 , 唯 象 
的 方程 或 许 会 变 成 不 正确 ， 因 而 将 会 出 现 弹性 波 的 色散 ， 这 
种 情况 是 与 8 36(8) 中 所 讨论 过 的 光波 的 情况 相 类 似 的 。 


( 热力 学 和 统计 力学 


46. 热力 学 量 在 洛 伦 兹 变换 下 的 性 质 
普 朗 克 ”5 在 他 的 关于 运动 系统 的 动力 学 的 基本 论文 中 


255) ”参阅 注 925. 也 可 参阅 Hasenshrl 的 论文 ，S. B. 41ad. Wiss. Wien, 
116 (1907) 1891, 他 在 这 里 以 另 一 种 方法 得 到 了 相似 的 结果 ， 并 与 
Planek 的 方法 无 关 。 
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已 经 导出 过 渡 到 运动 系统 的 热力 学 量 的 变换 公式 ， 他 的 出 发 
点 是 变 分 原理 .但 是 爱 因 斯 坦 259 曾经 证 明 , 这 些 变换 公式 也 
可 以 直接 导出 , 然后 从 这 些 变换 公式 导 得 变 分 原理 . 

让 我 们 从 列 出 体积 、 压强、 能量 和 动量 的 关系 式 开始 , 这 
里 还 假定 弹性 应 力 只 包含 标 压强 : 


V=Vo NI 一 62， (7a) 
p=po, (361) 
G= Ho-poyo) , 
vi VI ， (346a) 
z Bp- A D+ po ) 
由 此 , 再 得 出 
B+pV ~ G—B(B+p7). (346b) 


现在 我 们 要 导出 热量 、 漫 度 和 入 的 相应 关系 式 . 设 dQ 是 转 

移 给 系统 的 热量 , 44 是 外 力 对 系统 所 作 的 功 , 则 
dQ=adB—a4h, 
dA=—pdy +udG. } 

第 二 项 是 主要 的 ， 因 为 按照 (346) 式 ， 即 使 在 改变 它 的 态 时 系 

统 的 速度 也 保持 不 变 〈 以 后 就 这 样 假定 )， 这 一 项 仍 不 为 零 

我 们 得 

dQ =— i 请 dbo+ es a poV 0) 

-es [dB td pro)] + MIB dp 
= VI-B(dBo+podVo) = VMI- BidQ,, 


256) ”参阅 注 232, 8$ 15 及 16， 


(365) 
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即 

Q=Qo V1—pB’. (366) 
这 一 计算 与 我 们 以 前 所 导出 的 焦耳 热 的 变换 性 质 一 致 参看 
方程 (293)]， 


车 给 系统 以 速度 u, 这 可 以 看 成 一 个 绝热 过 程 ， 因 此 业 
保持 不 变 ， 而 且 不 论 对 于 运动 系统 或 者 静止 系统 都 具有 相同 
的 值 ， 这 意味 着 入 是 一 个 洛 伦 兹 不 变量 ， 


S= So. (367) 
假使 无 限 缓慢 地 传 给 热量 dQ, 则 有 z 
dQ = TadS. 
利用 (366) 式 和 (367) 式 , 我 们 可 求 得 
T=To Vi— Bi. (368) 


这 些 关 系 式 能 使 我 们 写 下 静止 系统 中 诸 量 po, Vo, Bo, 
Go, 7 之 间 的 每 一 关系 式 ， 也 能 写 下 运动 系统 中 的 相应 关系 
式 . 特别 是 能 够 确定 物质 的 状态 方程 对 于 速度 的 依赖 关系 . 


47， 最 小 作用 原理 
在 非 相对 论 热 力学 中 , 状态 方程 可 以 从 作用 原理 ”7 
| {8(—F+ Ei) +6A}adt=0 


得 到 . 式 中 了 是 自由 能 ， 

， 万 一 五 一 TS . 
这 里 的 自 变 量 是 系统 的 位 置 坐标 、 体 积 和 温度 . 64 是 对 这 些 
参量 取 变 分 时 所 作 的 功 。 当 自 变量 改变 时 ， 函 数 按 通常 的 方 
式 改 变 . 作用 函数 


257) H. v. Helmholtz, J. reine angew. 1ath., 100 (1886) 137 及 213 [ 论 
文集 3 (1895) 225]. 
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一 — FErin 
在 这 里 由 两 部 分 所 组 成 , 其 中 一 部 分 只 依赖 于 速度 , 而 另 一 部 
分 只 依赖 于 物体 的 内 态 (7, TP)， 在 相对 论 力学 中 也 存在 这 
样 的 作用 函数 , 但 是 它 不 能 按 同 样 的 方式 分 解 . 实际 上 对 于 


L= -H+-TS+u.G, (869) 
dg /oeLN ad /2L d /2L 
天 名) 信 ( 各 )- 厨 各 名)-] 
aL aL 
Vt OT 


因为 从 
dE—K.dr~— nay +TdS=u:dG— paV 十 To 
可 以 得 到 
aL=G.du-t+pnar +SaT, 
但 是 (370) 式 正好 是 从 作用 原理 得 出 的 方程 . 此 外 我 们 可 以 
看 到 , 对 于 一 个 粒子 , 根据 (318a, b) 各 (325) 式 , 我们 必须 令 
L=— Eu+uUG., z 
这 可 以 看 作为 (369) 式 的 特殊 情形 .在 静止 系统 下。 中 , 了 与 
( 负 的 ) 自 由 能 等 同 ，Zo= 一 五 o 二 YoSo， 从 (346) 式 ，(367) 式 
和 (368) 式 , 我 们 也 可 以 求 得 也 的 变换 公式 : 


了 =To VIi-B, (371) 


因此 作用 积分 | Fat 为 一 不 变量 , 与 要 求 相符 . 


4 相对论 对 统计 力学 的 应 用 
刘 维 定理 
(dpi1*"dqw= dp 09M (372) 
在 正则 变量 px, qx 的 空间 中 适用 (参阅 $ 40)。 因 为 它 是 险 密 
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顿 方程 的 一 个 直接 的 结果 .当然 , 它 也 对 于 其 他 变量 wi1,……， 
van 的 空间 适用 , 变量 v1,，…, woxw 是 由 具有 函数 行列 式 等 于 工 
的 正则 变量 产生 ， 
dwi'::dmow = drm.dron'. (372a ) 
因为 统计 力学 的 普遍 定理 是 基于 刘 维 定理 ， 除 此 以 外 别 无 其 
他 的 假定 ， 所 以 它们 在 相对 论 统 计 力 学 中 保持 不 变 ”…. 它们 
可 以 表述 如 下 : : 

(i) 设 能 量 是 变量 21,，…, woxw 的 一 个 函数 一 一 对 这 些 变 


量 总 假定 它们 满足 条 件 (372a) 一 由 下 式 给 定 ; 
如 (zz，…，02y) 一 五. 《373) 
S=%hlogVy, (374) 


. 式 中 六 为 能 量 曲面 及 = 召 所 包围 的 体积 ,或 者 为 能 过 加 < 互 
< 召 +4B 所 包围 的 体积 ， 


a gorramav 或 nl Cold， (375) 
(二) 自由 能 万 = 召 一 ZS 由 下 式 给 定 : 

fF=—FE7 10gZ, 

2 = owedgpr. doa. | 人 


(ii) 均 分 定律 “时间 的 平均 是 


m1- 和 一 4T, 对 于 所 有 从 1 到 2 的 如 | 
. (377) 


on _ 、 。 
0 对 于 % 关 7. 


”258) 这 里 没有 考虑 量子 论 对 统计 定理 的 应 有 的 修正 。 
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对 于 正则 变量 有 
Dot, gq: OE = 1. (377a) 
Ogqs 


这 里 已 经 与 普通 力学 不 一 致 因为 在 普通 力学 中 ， 
Bon= pd, 
所 以 (377a) 的 第 一 个 方程 只 不 过 说 明了 对 应 于 每 一 个 不 同 自 


和 


和 


(iv) 麦克 斯 韦 - 玻 耳 效 曼 分 布 定律 ” 设 所 讨论 的 系统 的 
， 能 量 函 数 互 可 以 分 成 两 部 分 : 
H= Hi(t1, *…, ze) + Ha(X1, …， 尺 sw)， (378) 
它们 依赖 于 不 同 的 变量 . 五: 中 变量 的 数目 2n 应 远 小 于 已。 
中 变量 的 数目 2。 此外， 假定 两 组 变量 是 由 具有 函数 行列 
” 式 等 于 工 的 不 同 的 正则 变量 所 产生 . 因此 不 论 第 二 组 变量 的 
值 为 如 何 ， 第 一 组 变量 在 dzz…qza 范围 内 取 某 种 给 定 值 
1，…, zon 的 几率 可 由 下 式 确定 ， 
20(01，，…， won) Advi 82n = Ae— HS/ qd aaan。 (379 ) 


与 “无 关 的 量 4 由 条 件 
_ (we, .on di dpan—1 (379a) 


确定 ， 分 布 定律 (379) 所 依据 的 假设 是 五 ; 的 值 比 五 的 ( 恒 
定 的 ) 值 要 小 . 


49、 特 殊 情形 
(a) 在 一 个 运动 空 腔 中 的 黑体 辐射 ”这 一 情形 只 具有 历 
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史上 的 价值 ， 因为 它 可 以 不 用 相对 论 而 完全 根据 电动 力学 去 
讨论 . 进行 讨论 以 后 ， 人 们 会 得 到 这 样 一 个 必然 的 结论 : 动量 
和 惯性 质量 必须 归 之 于 运动 的 辐射 能 . 值得 注意 的 是 在 相对 
论 形成 之 前 ，Hasen5hrl?59 已 经 求 得 了 这 个 结果 ， 显然， 他 
的 推论 尚 有 几 处 需要 修正 ， 这 个 问题 的 完整 的 解法 首先 由 
Mosengeil”0 提出 ， 普 朗 克 %“ ?推广 了 Mosengei] 的 结果 ， 导 
出 了 许多 关于 运动 系统 的 动力 学 公式 . 

奉 把 一 个 运动 空 腔 的 情形 化 为 一 个 静止 空 腔 的 情形 ， 相 
对 论 可 以 使 我 们 直接 确定 辐射 压强 、 动量 .能量 和 箭 对 温度 的 
依赖 关系 以 及 谱 线 分 布 对 温度 和 方向 的 依赖 关系 . 

对 于 后 者 我 们 有 


Eo=aTiy,, po 一 二 aT So 一 全 aZ3n (380a) 


并 从 (369) 式 , 有 
L -二 AAA 


最 后 ， 在 频率 间隔 dy 和 立体 角 dQ 中 的 辐射 强度 由 下 式 给 
定 ; 

2 py3 dvo 。 

-3 exp(hvo/ hI) I 一 了 Qi2o0 (38381a) 


借助 于 $ 46 的 公式 , 我 们 可 得 


Ko vo dvo do 一 


259) F. Hasen6hr], S. S,. Akad. Wiss. Wien, 113 (1904) 1039, Anmn. Phys,, 
Lpe., 15 (1904) 344 及 16 (1905) 589, 

260) K.v. Mosengeil, Dissertation (Berlin 1906); Anmn. Phys., Lpe., 22 
《1907) 867; 也 可 参阅 M. Abraham 的 说 明 ,，Theorie der Plevtrigitcit 
第 一 卷 (第 二 版 ) 44 页 。 

261) ”参阅 注 225， 
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pn 1 十 可 ey 1 二 于 
- TE 9 


1 z (380b) 


一 1 
也 一 ToVI 一 序 一 霹 014J7 一 一 一 二 I= et 


4u_1 _4u1ijr lu 
G-3 FJ EE CI 二 Ce 
要 求 得 运动 空 腔 中 的 谱 线 分 布 ， 我 们 可 以 利用 下 列 关系 : 
1'_,, 41—pBeosa 1—Beosa 
2 ”一 7 5 dyv' 一 0 A ， 


) 1—pB* 
dd (1— Beosa)’ 4 


Ky, dv'dQ' ~ Kdv dQ (B00 2 ， 


这 些 关 系 容易 从 (15) 式 , (17) 式 和 (253) 式 导出 .最 后 的 量 必 
须 象 振幅 4 的 平方 一 样 变换 ， 进 而 得 出 
( 工 一 8B cos a)” 

人 “一人 (1—B?)? ; 

即 
27 vidy 

Kudv dW exp{(hv/pT)(1—Beosa)}—1 42. 《381b) 
此 外 , 由 于 


f 二 一 
Kdy'=K,dy Ci 
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我 们 有 


m1 : 
£ a (1—Beosa)s (382) 


这 个 公式 表 出 了 总 的 辐射 强度 对 于 方向 的 依赖 关系 (对 所 有 
频率 积分 以 后 )。 当然 它 也 可 以 从 (381b) 式 对 dv 进行 积分 而 
得 . 借 助 于 关系 式 


B=-V |T Kao 


可 从 (382) 式 求 得 总 能 量 ， 并 且 与 方程 (380b) 中 的 第 一 式 一 
由 于 所 指望 的 效应 异常 微小 ， 以 致 辐射 能 量 的 惯性 未 能 
在 实验 中 加 以 验证 . 
(B) 理想 气体 自然， 我 们 只 在 分 子 的 平均 速度 可 与 光 
速 相 比拟 时 , 才能 在 由 经 典 力 学 计算 出 来 的 理想 气体 行为 中 ， 
找 出 一 个 由 相对 论 效应 (质量 的 可 变性 ) 所 引起 的 偏差 . 这 个 
偏差 的 判 据 是 量 


_ moo? 
0 = (888) 


的 大 小 . 对 于 通常 的 温度 , 它 是 非常 大 的 , 只 当 温 度 在 10” 及 
附近 时 , 它 才 达到 合理 的 比例 .所 以 要 去 寻求 相对 论 力学 所 
要 求 的 对 理想 气体 的 经 典 行为 的 偏差 是 没有 什么 实际 意义 
的 ， 这 只 有 理论 上 的 价值 ，Jiittner”” 提供 了 这 个 问题 的 答 
案 . 最 简单 的 方法 是 根据 $48 定理 (ii) 计 算 自 由 能 . 当 以 动 
量 表示 时 ,一 个 粒子 的 能 量具 有 形式 . 


至 = mac [1+ hs (B+p2+92) | ， 


i 
2 


262) FF, Juittner, Ann, Phys,, Log., 34 (1911) 856, 
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因此 可 得 , 
| F=-— RT1logZ, 
ZF 
1 
2 Ep 
-Verp{ -my [ri (+t)| Jdpdpvip. 


这 里 假定 所 出 现 的 气体 的 量 是 等 于 一 克 分 子 , 工 是 阿 佛 加 德 
罗 常 数 , 六 是 体积 .计算 结果 为 


FVmio.2n(—) 0), z 
HDC ) (384) 
a —RT[logV + lg(— me) + 常数 |， : 


式 中 五 8 是 第 类 % 阶 的 享 克 耳 (Hankel) 函 数 , % 一 1, 2， 
所 有 其 他 的 热力 学 量 可 按 通常 方式 从 自由 能 得 出 , 印 


__9Of _p_mTOrF 9 (4 
2 EB-P-1 -a 7 (到 
( 自 变 量 为 了 F, 下 )， 从 第 一 个 方程 我 们 得 
_ ET 
P= (385) 


0" 


为 相对 论 力学 所 改变 ;这 里 又 有 了 一 个 先 验 的 理由 .就 能 量 
对 温度 的 依赖 关系 而 言 , 情况 就 不 同 了 . 我们 求 得 


_ Ti) | / 
BRT {1 Se (386) 


对 于 大 的 e 值 ,我 们 可 以 不 用 享 克 耳 函数 而 用 它 的 渐 近 形式 


。 。 G 
一 4 万 吕 (2o) 全 


一 
tj 
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到 对 数 微分 
bi) 
Hy’ (so) 
将 此 式 代 入 (386) 式 中 , 得 


3\_ ,2,,3 
B=BT (十 避 ) Tomrco2 十 三 BT， (386a) 


与 早先 的 理论 一 致 , 这 是 必然 的 ， 能 量 的 表达 式 (386) 也 可 以 
从 麦克 斯 书 分 布 定律 求 得 .按照 $ 48 定理 (iv), 这 个 表达 式 
只 在 因子 4 依赖 于 温度 的 方式 上 与 经 典 力学 的 分 布 定 律 有 
所 不 同 . 

Jiittmer23 还 从 相对 论 动力 学 的 观点 研究 了 理想 气体 的 
运动 对 它 的 热力 学 性 质 的 影响 。 根据 8 46 的 变换 公式 ,可 以 
立刻 写 下 相应 的 关系 . 就 实验 上 来 证 明 质 能 等 效 定理 而 言 ， 
用 理想 气体 的 情况 似乎 比 黑体 辐射 更 为 不 利 . 


] 
-ag 


263) 下. Jiittner, Ann. Phys., Lpz., 35 (1911) 145. 
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50. 到 爱 因 斯 坦 在 1916 年 发 表 论 文 ” 时 为 止 的 历史 回 硕 


牛顿 的 引力 定律 要 求 瞬时 的 超 距 作用 ， 这 是 与 狭义 相对 
论 不 相 容 的 ,狭义 相 对 论 要 求 传播 速度 最 大 也 不 过 是 等 于 光 
速 *5， 并 要 求 引力 定律 必须 是 洛 伦 兹 协 变 的 . 邦 卡 勒 ”已 经 
按照 能 满足 上 述 要 求 的 方式 研究 了 修正 牛顿 引力 定律 的 同 
题 . 这 可 以 有 几 种 做 法 . 所 有 他 的 意图 有 这 样 一 点 是 共同 
的 : 即 两 个 粒子 之 间 的 作用 力 不 依 赖 于 它们 的 同时 位 置 , 而 依 
吏 于 相差 一 个 时 间 间 隔 为 {=7/c 的 位 置 ， 也 依赖 于 它们 的 束 
度 ( 并 且 也 可 能 依赖 于 它们 的 加 速度 ) .对 于 牛顿 定律 的 偏 老 
总 是 o/c 的 二 阶 效应 ， 因 此 总 是 很 小 的 ， 不 致 与 实验 相对 
盾 28s)， 闵可夫 斯 基 ?27 和 索 末 非 2 已 经 把 邦 卡 勤 的 这 些 意 图 
表示 成 与 四 维 矢量 分 析 相 应 的 形式 ; 瑟 . A. 洛 伦 兹 ”并 且 讨 
论 过 一 个 特殊 情 沈 . 

对 所 有 这 些 讨论 的 反对 意见 是 ， 他 们 的 出 发 点 都 是 力 的 


264) ”参阅 J 了. Zenneck (数学 百科 全 书 , Y 2) 及 5S. Oppenheim ( 同 前 ，YI 2， 
22, 特别 是 第 V 编 ) 的 文章 。 我 们 在 这 里 只 介绍 历史 发 展 的 概要 ; 对 
于 某 些 细节 问题 ,也 可 参阅 F. Kottler ( 同 前 ,VI 2, 22) 的 文章 ， 
265) ”如 果 假 定 引 力 效应 的 传播 速度 与 引起 这 些 效 应 的 物体 的 运动 状态 无 
关 , 则 传播 速度 必须 正好 等 于 光速 ， 
266) 参阅 注 11. 
266a) 较 详 尽 的 讨论 可 参见 W. de Sitter,，Mon. Not. RE. Astr. Soc., 71 
(1911) 888. 
267) ”参阅 注 54. 
268) 参阅 注 55. 
”268a) 瑟 . A. Lorents, Phys. 2. 11(1910)1284; 也 可 参阅 注 40， 
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基本 定律 ， 而 不 是 泊 松 方程 .一 旦 一 个 效应 的 有 限 传播 已 被 
证 实 ,车 把 它 表 成 随 位 置 和 时 间 连 续 变 化 的 函数 (一 个 场 ), 并 
求 出 这 个 场所 满足 的 微分 方程 ， 人 们 就 可 望 得 到 简单 而 普遍 
适用 的 定律 。 因 此 问题 就 在 于 这 样 来 修正 泊 松 方程 

4D = 4xknuo, 
和 粒子 的 运动 方程 

a2r 

人 tt 
使 它们 成 为 洛 伦 兹 不 变 式 . 

但 是 在 这 个 问题 被 解决 之 前 ， 发 展 的 方向 已 转向 另 _ 

面 . 要 从 所 久 相对论 的 幼 玫 冯 得 到 了 共和 程度 的 成 
时 , 爱 因 斯 坦 ”” 立刻 就 想 把 相对 性 原理 推广 到 非 匀速 运动 的 
参考 系 中 .他 假设 ， 普 遍 的 物理 定律 即使 在 伽利略 以 外 的 
(§ 2) 系 统 中 也 应 该 保留 它们 的 形式 ， 借 助 于 等 效 原理 , 这 个 
假设 就 成 为 可 能 ， 在 牛顿 的 理论 中 , 从 力学 的 观点 看 来 380?)， 
一 个 在 均匀 引力 场 中 的 系统 是 完全 等 效 于 一 个 匀 加 速 参考 系 
的 . 除 此 以 外 , 再 加 上 一 个 假设 , 即 在 这 两 个 系统 中 所 有 其 他 
过 程 也 是 按 同一 方式 发 生 的 , 这 样 , 就 构成 了 爱 因 斯 坦 的 等 效 
原理 的 内 容 ， 这 个 原理 是 爱 因 斯 坦 在 后 一 些 日 子 所 发 展 的 广 
义 相对 论 的 基础 之 一 (参阅 8$ 554) .由 于 人 们 能 够 计算 加 速 系 
统 中 许多 事件 的 次 序 ， 等 效 原理 就 使 计算 一 个 均匀 引力 场 对 
任意 过 程 的 效应 成 为 可 能 . 从 启发 性 的 观点 看 来 ， 正 是 这 个 
特点 使 等 效 原理 具有 这 样 巨大 的 功用 ， 爱 因 斯 坦 用 这 个 方法 


一 一 grad 9, 


269) 参阅 注 232. 
269a) 严格 地 说 , 义 加 速 运动 必须 代 之 以 双 曲 线 运动 人 26), 这 样 会 使 坐标 变 
换 公 式 更 为 复杂 。 参 见 II-.4.Lorentzg ( 注 40) 及 P. Ehrenfest，Proe. 
Acad. Sei, Amst., 15 (19183) 1187. 
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导出 了 下 列 结 果 :， 在 引力 势 较 低 处 的 时 钟 的 时 率 要 比 在 引力 
势 较 高 处 的 时 钟 的 时 率 来 得 慢 ; 他 还 指出 , 由 于 这 样 , 自 太 阳 
发 射 的 谱 线 比 之 于 地 球 上 的 谱 线 必然 会 有 一 个 红 向 移动 [ 参 
阅 853(6)]. 另 一 个 结果 是 光速 在 引力 场 中 不 是 销量 , 因此 光 
线 将 会 弯曲 ,并 且 在 所 有 的 情形 中 ， 对 于 能 量 召 不 仅 要 赋予 
一 惯性 质量 , 而 且 还 要 赋予 一 引力 质量 和 = 到 /ca 爱 因 斯 坦 
在 下 一 篇 论文 中 ?9% 曾 指出 ， 由 于 光线 的 弯曲 ， 在 太阳 的 边缘 
土 可 以 看 到 恒星 的 位 移 ， 这 可 以 用 实验 来 验证 . 当时 爱 因 斯 
坦 曾 算出 这 个 位 移 的 大 小 为 0.83". 

这 个 均匀 引力 场 的 理论 隐 含 着 对 狭义 相对 论 框架 的 和 破 
坏 . 由 于 光速 和 时 钟 的 时 率 对 引力 势 的 依赖 关系 , 在 $4 中 
所 引入 的 同时 的 定义 已 不 再 适用 ,而 兆 伦 兹 变换 也 失去 意义 . 
丛 这 一 观点 看 来 ， 狭 义 相对 论 只 是 在 没有 引力 场 的 情况 下 才 
正确 .反之 , 当 引 力 势 作为 一 个 物理 量 引 入 以 后 , 物理 定律 必 
须 认为 是 其 他 物理 量 与 引力 势 之 间 的 关系 .物理 定律 的 协 变 
性 必须 对 于 更 广泛 的 变换 群 成 立 ， 而 且 对 于 引力 势 具 有 适当 
的 变换 性 质 ， 其 次 的 问题 是 ， 如何 去 建立 一 个 必须 以 等 效 原 
理 为 根据 又 能 适用 于 非 均 匀 引 力 场 的 理论 . 爱 因 斯 坦 和 
Abraham22 曾 试 图 用 每 一 空间 -时 间 点 的 光速 c 之 值 来 表征 
普遍 的 静止 的 引力 场 , 因此 。 起 着 引力 势 的 作用 .他 们 还 企 
图 找 出 必须 满足 于 e 的 微分 方程 ， 除了 这 些 理论 只 考虑 特殊 
的 引力 场 以 外 , 它们 在 其 他 方面 还 引起 不 少 困难 . 


270) A. Einstein, ‘Uber den 了 infuse der Schwerkraft auf die Ausbrei- 
tung des Lichtes”’, Ann. Phys., Lpz., 35 (1911) 898; 也 刊 入 论文 集 
Das Relativititsprinzip 中 (1920 年 第 三 版 )， 

271) A. Einstein, Ann. Phys., Lpe., 38(1912) 355 及 443; M. Abraham, 
Phys. 儿 .，13 (1912) 1, 4 及 793; 爱 因 斯 坦 与 Abraham 之 间 的 讨论 ， 
Ann. Phys., Lpz., 38 (1912) 1056 及 1059; 39 (1912) 444 及 704. 
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由 于 这 个 原因 ，Nordstrm272) 力图 坚持 狭义 相对 论 的 严 
格 有 效 性 .在 他 的 理论 中 , 光速 是 常量 , 上 且 光 线 不 会 在 引力 场 
中 发 生 弯曲 .这 个 理论 以 合乎 逻辑 的 、 无 可 非议 的 方式 解决 
了 上 述 问题 ， 即 如 何 使 泊 松 方程 和 一 个 粒子 的 运动 方程 成 为 
洛 伦 兹 协 变 的 形式 .能量 -动量 定律 以 及 惯性 质量 与 引力 质 
量 相 等 的 定理 也 被 满足 尽管 如 此 ，Nordstrom 的 理论 是 不 
能 接受 的 , 首先 是 由 于 它 未 能 满足 广义 相对 性 原理 (或 者 至 少 
不 是 以 一 种 简单 而 自然 的 方式 去 满足 的 , 参阅 $56)， 其 次 , 
它 与 实验 相 矛 盾 : 它 不 能 预言 光线 的 弯曲 , 而 且 对 于 水 星 近日 
点 的 移动 得 出 了 错误 的 符号 (对 于 红 向 移动 , 它 是 与 爱 因 斯 坦 
的 理论 相 一 致 的 )、Mie”3 也 建立 了 一 个 基于 狭义 相对 论 原 
理 的 引力 理论 . 但 是 在 这 个 理论 中 , 惯性 质量 与 引力 质量 相 
等 的 定理 并 未 被 严格 地 满足 , 因而 它 的 正确 性 是 很 有 问题 的 . 

但 是 爱 因 斯 坦 并 未 被 这 个 问题 的 困难 所 届 服 ， 他 尽力 要 
把 物理 定律 表示 成 对 于 最 广泛 的 可 能 的 变换 群 为 协 变 的 形 
式 . 在 一 篇 与 Grossmann 合作 的 论文 292 中 , 他 成 功 地 在 这 个 
方向 前 进 了 一 步 。 假使 把 线 元 的 平方 变换 成 一 个 任意 的 曲线 
空间 -时 间 坐 标 系 , 则 它 会 变 成 一 个 坐标 微分 的 二 次 型 ， 并 有 
十 个 系数 gi (参阅 8 8) 。 现 在 引力 场 是 由 这 个 具有 十 个 分 


272) G. Nordstr6m，Pjhos. 2Z., 13(1912)1126; Ann. Phys., Lpz., 40(1913) 
856; 42 (1913) 533; 43 (1914) 1101; Ann. Acad. Sci. fenn., 57(1914 
及 1915); 也 可 见 M. Behacker, Phys. 2Z., 14 (1913) 989; A. Einstein 


and A. D. Fokker, Ann. Phys., Lps., 44 (1914) 321. M. V. Laue 的 


总 结 报告 , 006. Radioakt.，14(1917)263, 及 M. Abraham 关于 早期 引 
力 理论 的 评论 文章 , JD. Radioant., 11 (1914) 470. 

273) G. Mie, Ann. Phys., Lp2., 40(1913)1, 第 VY 章 , Gravitation; Blster- 
Geitel-Festschrift (1915) 251 页 。 

274) A,. Binstein and M, Grossgmann, 2Z. Math, Phys., 63 (1914) 215. 总 
结 报告 ' A. Einstein, “Zum gegenwirtigen Stand des Gravitations- 
problems”, Phys. 2., 14(1913) 1249; Mie, 爱 因 斯 坦 和 Nordstr6m 其 
后 在 Phys. 2Z., 15 (1914) 115, 169, 176 及 375 之 中 的 讨论 ， 
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量 的 张 量 gm 所 决定 ， 而 不 再 是 由 标 光速 所 决定 .同时 引入 
gu 以 后 ”59， 粒 子 的 运动 方程 ， 能 量 -动量 定律 和 真空 中 的 电 
磁场 方程 组 都 得 出 确定 的 , 普遍 的 协 变 形式 ， 只 有 gw 本 身 所 
满足 的 微分 方程 还 不 是 普遍 协 变 的 . 爱 因 斯 坦 在 其 后 的 一 篇 
论文 中 ”0, 试图 以 一 种 更 严格 的 方式 去 建立 这 些微 分 方程 ， 
甚至 他 相信 , 已 可 证 明 这 些 确定 gw 本 身 的 微分 方程 可 能 不 是 
普遍 的 协 变 式 ， 但 是 在 1915 年 , 他 知道 ， 他 的 引力 场 方程 组 
不 是 由 他 以 前 对 它们 所 加 的 不 变 理 论 的 条 件 所 唯一 地 决定 
的 . 为 了 对 可 采用 的 方法 的 种 数 加 以 限制 ， 他 仍 回 复 到 普遍 
协 变性 的 假设 ， 先 前 ， 他 只 由 于 心情 烦恼 ， 放 弃 了 这 个 假设 . 
”利用 黎 曼 的 曲率 理论 ， 事 实 上 他 已 经 成 功 地 建立 了 满足 所 有 
物理 学 要 求 的 yx 本 身 的 普遍 协 变 的 方程 组 "72( 人 参阅 856). 在 
另外 一 篇 论文 中 ， 他 证 明 2s)， 他 的 理论 已 定量 地 解释 了 水 星 
近日 点 的 移动 , 并 计算 了 光线 在 太阳 引力 场 中 的 弯曲 . 弯曲 


的 大 小 为 先前 基于 均匀 场 的 等 效 原理 所 推 得 的 二 倍 ， 不 久 爱 


因 斯 坦 的 决定 性 的 论文 “广义 相对 论 的 基础 ”发 表 了 . 现在 


275) ”值得 指出 ， 不 与 引力 理论 相 联 系 的 适当 的 形式 的 推导 以 及 普遍 协 变形 
式 的 电磁 场 方程 组 在 此 以 前 早已 为 .Kottler 所 提出 , S. B. Akad. 
Wiss. Wien, 121 (1912) 1659. 

276) A,. Einstein, “Die formale Grundlage der allgemeinen FRelativitats- 
theorie’” S. B. prewss. Akad. Wiss, (1914) 1080. 

277) A,. Einstein, S. B. preuss. Akaad,. Wiss. (1915) 778, 799 及 844. 与 爱 
因 斯 坦 同 时 ,Hilbert 独立 地 表述 了 普遍 协 变 的 场 方程 [D. Hilbert， 
“Grundlagen der Physik” 1, Mitt., Nach?r. Ges. Wiss. Gottingen, 
《1915)395], 他 的 表述 基于 两 个 理由 不 为 物理 学 家 所 接受 , 第 一 , 变 分 
原理 的 存在 被 作为 一 个 公理 引入 ， 第 二 ,这 是 更 重要 的 , 场 方程 并 不 是 
对 任意 的 物质 系统 导出 ， 而 只 是 特殊 地 对 基于 Mie 的 物质 理论 而 导出 
的 (在 第 V 编 中 要 更 详尽 地 讨论 ), 我 们 将 在 引 56 及 57 中 讨论 Hilbert 
论文 的 其 他 的 结果 ， 

278) A. Einstein, S$. B. preuss. Akad. Wiss. (1915) 831. 

279) A. Binstein, dnn. Phys,, Lpz., 49(1916) 769. (还 出 版 了 单行 本 , 并 
刊 人 于 论文 集 Das Relativit:iitsprinzip 中 ,) 
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将 要 介绍 这 个 理论 的 原理 及 其 进一步 的 发 展 . 


51， 等 效 原理 的 一 般 表述 .引力 与 度 规 之 间 的 联系 
等 效 原理 原来 只 是 在 均匀 引力 场 的 情况 下 提出 的 。 对 于 


和 
3 
oe 
A 


分 小 的 车子 来 作为 定 域 坐标 系统 Ko 的 物理 体现 ， 这 个 甘于 
除 受 重力 作用 外 ， 不 受 任何 外 力 ， 并 且 在 重力 的 作用 下 月 由 
落下 . : 

显然 这 种 “变换 掉 ” 之 所 以 可 能 是 由 于 重力 场 具有 这 样 的 
基本 性 质 ， 它 对 所 有 物体 都 赋予 相同 的 加 速度 ; 或 者 换 一 种 
说 法 ,是 由 于 引力 质量 总 等 于 惯性 质量 的 原故 。 这 种 表述 上 
前 已 经 有 一 个 十 分 精密 的 实验 可 作为 根据 ，E6tv6s*” 和 曾经 
证 明 ， 在 考察 地 球 引力 与 地 球 转动 的 离心 力 的 合力 是 否 依 束 
于 物质 这 个 问题 上 ， 直 到 精密 度 的 数量 级 为 二 10 为 止 , 惯 
性 质量 与 引力 质量 是 相等 的 .从 能 量 的 惯性 定理 看 来 
Southerns2s0 的 观察 也 是 有 价值 的 , 他 在 观察 中 证 明 : 氧化 铀 
和 氧化 钻 的 质量 与 重量 之 比 至 多 各 相差 一 个 因子 2X10". 


280) RR. Estv6s, Math. naturw. Ber. Ung., 8 (1890) 65; BE, Ectves, D. 
Pekér, 及 EB. Fekete, Trans. XV1, Allgemeine Konfereng aer inter- 
nationalen Brdmessung (1909); 也 可 参阅 Nachr. Ges， Wiss. Gotiin- 
gen (1909), gescharfiliche Mitteilungen 37 页 ; 及 D. Pek&r, Natwr- 
wissenschaften, 7(1919), 327. 

281) L. Southerns, Proc. Roy. Soc., A 84 (1910) 325. 
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从 等 效 原理 以 及 能 量 的 惯性 定理 可 知 ， 对 于 每 一 种 形式 的 能 


和 


量 还 必须 赋予 一 重量 .假使 铀 在 放射 性 训 变 时 所 产生 的 内 能 
只 有 惯性 而 无 重量 , 则 上 面 的 比值 会 相差 1:26000. ER5tv5s280) 
发 现 这 个 结果 是 可 靠 的 , 并 且 大 大 地 改进 了 它 的 精密 度 . 
显然 可 以 自然 地 假定 狭义 相对 论 一 定 在 下 6。 中 可 以 适 
用 . 因此 狭义 相对 论 的 所 有 定理 仍然 可 以 保留 ， 只 不 过 我 们 
必须 令 KK。 是 无 限 小 的 世界 区 域 的 坐标 系 , 而 不 是 82 中 的 多 
利 略 坐标 系 . 通过 洛 伦 兹 变换 相互 推 得 的 所 有 的 系统 及 。 是 
等 同 的 . 所 以 就 这 一 意义 而 言 ,我 们 可 以 说 , 物理 定律 在 洛 伦 
兹 变换 王 的 不 变性 也 留存 于 无 限 小 的 区 域 中 .现在 我 们 可 以 
对 两 个 无 限 接近 的 事件 赋予 某 一 个 可 测量 的 数 ， 即 它们 的 有 距 
离 为 ds， 对 此 ， 我 们 只 需要 去 变换 掉 引 力 场 ， 然 后 在 KK。 中 
构成 量 ”32, 
: ds —~dX?-dT2+adr— dr? (387) 
这 里 ， te 四 Ve 


+ 


上 


这 个 卒 标 末 中 ， 除了 叭 _ 一 性 和 连续 性 的 条 件 以 外 ,可 以 计生 和 
意 地 对 世界 点 指定 坐标 妨 …， zt 之 值 。 因此 ， 在 任 一 个 空 
间 - 时 间 点 ， 相 应 的 微分 gd 工 ; 将 是 de 的 线性 的 齐 次 的 表达 
式 , 而 线 元 ds 将 变换 为 二 次 型 ; 

ds? = gmdwidw*, (888) 
其 中 系数 gx 是 坐标 的 函数 . 而且， 9m 在 过 渡 到 新 坐标 时 , 应 
使 ds 仍然 不 变 ， 因此 这 种 情况 完全 类 似 于 在 非 欧 的 多 维 簇 
几何 学 中 所 得 到 的 情况 (§ 15)， 在 一 个 自由 落下 的 曲子 中 的 


282) ”与 其 他 作者 相反 ， 本 书 中 把 线 元 写成 三 个 正 号 和 一 个 负 号 ,在 广义 相对 
论 中 也 如 此 ,而 不 是 反 过 来 的 。 当 把 我 们 的 公 \ 式 与 通常 的 公式 比较 时 ， 
必须 记 住 这 一 点 。 
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系统 Ko 代替 了 8$ 16 中 的 短程 系统 ; 只 要 它们 的 二 阶 导数 可 

以 忽略 , 其 中 的 gu 是 常量 , 而 且 线 元 到 二 阶 项 为 止 具有 (387) 
的 形式 .所 有 世界 点 的 gw 值 的 总 体 称 为 G- 场 . 

现在 就 可 以 很 容易 地 立 出 一 个 除 重力 外 不 受 其 他 力 的 粒 


和 


因而 由 (81) 式 和 (80) 式 , 我 们 有 
8 | ds=—0, (81) 


a2 : a 全 do 3 
了 + ,s 人 人 一 0， (80) 


其 中 7,。 是 由 (66) 式 和 (69) 式 确定 的 由 于 在 系统 Ko 中 ， 
粒子 在 一 定时 刻 , 是 处 于 直线 匀速 运动 状态 的 , 即 下 和 /ds = 
0, 这 同时 是 Ko。 中 的 短程 线 的 方程 组 .现在 一 个 粒子 的 世界 
线 是 一 短程 线 这 种 说 法 是 不 变 的 , 并 且 普遍 适用 . (但 是 这 里 
我 们 已 经 假定 : gm 对 坐标 的 二 阶 导数 不 在 粒子 的 运动 方程 中 
出 现 . ) 这 个 简单 的 定理 的 有 效 性 是 不 足 为 奇 的 。 正 是 由 于 线 
元 是 按 使 一 个 粒子 的 世界 线 变 成 一 短程 线 的 方式 定 出 的 . 因 


s 


“对 于 光线 的 情形 , 可 以 作出 完全 相似 的 论证 ， 在 系统 尺 。 
中 , 光线 是 直线 2saa)， 此 外 还 满足 关系 
dxdtadrs—dXi=0. 


do dp de 
mr tira a (80a) 
282a) 自然, 基本 的 假定 是 : 我 们 是 局 限于 几何 光学 适用 的 范围 之 内 。 当 我 们 
去 讨论 衍射 时 ,情形 就 不 再 是 这 样 的 了 。 也 可 参阅 注 310a， 
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ds? = gndwidw*=0. (81a) 

此 外 ， 玉 retscehmann”… 和 Weyl284 曾经 证 明 : 观察 光 讯 号 的 
到 达 灰 可 以 充分 地 确定 在 一 个 特定 的 坐标 系统 中 的 G- 场 ,而 
不 必 去 考虑 粒子 的 运动 . 

然而 还 有 第 三 个 方法 可 以 去 确定 G- 场 ， 借 助 于 量 杆 (或 
者 更 好 一 些 , 用 量 线 ) 和 和 时钟， 我 们 能 够 对 一 个 给 定 的 坐标 系 
统 确定 线 元 的 大 小 ds 对 沿 着 起 源 于 任 一 点 的 所 有 世界 线 的 
坐标 微分 dz : 的 依赖 关系 .从 这 一 关系 就 可 直接 求 出 G- 场 . 
因此 ， lie er 


上 
和 


引力 一 一 融合 在 一 起 必须 看 成 是 广义 相对 论 的 最 光辉 的 成 
就 ， 正 象 上 面 所 证 明 的 那样 , 并 且 可 以 用 简单 的 例子 来 说 明 ， 
这 种 融合 无 疑 应 归功 于 等 效 原理 和 狭义 相对 论 在 无 限 小 区 域 
中 的 有 效 性 ， 只 受到 重力 影响 的 粒子 的 运动 现在 可 以 按 下 面 
的 方式 去 解释 了 ， 粒 子 的 运动 是 不 受 力 的 .运动 之 所 以 非 直 
线 和 非 匀速 是 由 于 四 维 空间 -时 间 连 续 区 是 非 欧 的 ,而且 由 于 
在 这 样 的 一 个 连续 区 中 , 直线 匀速 运动 已 没有 任何 意义 , 必须 
代 之 以 沿 着 一 短程 线 的 运动 ， 因此 ， 铭 利 虞 惯性 原理 必 须 代 


之 以 
3 [as=0. 


这 比 前 者 具有 更 大 的 用 处 ， 因 为 它 是 普遍 协 变 的 ， 在 爱 因 其 
坦 理 论 中 , 引力 是 一 种 表 观 力 , 正 象 牛顿 理论 中 的 科 里 奥 力 和 
离心 力 一 样 ，( 车 我 们 认为 这 两 种 力 在 爱 因 斯 坦 的 理论 中 均 


283) EE. Kretsechmann, Ann. Phys., Lpe., 53 (1917) 575. 
284) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie (1918 年 第 一 版 ) 182 页 ; (1919 年 第 三 
版 ) 194 页 。 
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不 应 称 之 为 表 观 力 , 也 同样 是 正确 的 . ) 这 并 未 影响 这 样 的 论 
据 , 即 在 有 限 的 区 域 中 , 引力 一 般 不 可 能 被 变换 掉 , 而 其 他 的 
力 则 是 可 能 的 。 在 一 无 限 小 的 区 域 中 ,引力 一 定 可 以 被 变换 
掉 ,而 且 只 有 这 一 点 是 确定 的 . 空间- 时间 世界 的 非 欧 特性 对 
量 杜 和 时 钟 的 行为 揭露 得 很 少 ， 而 对 粒子 的 直线 匀速 运动 的 
偏差 (如 对 于 重力 的 情形 ) 却 揭露 得 很 强烈 ， 这 些 都 是 光速 的 
量 值 所 引起 的 ， 这 一 点 将 在 8 53 中 证 明 . 

重力 与 度 规 的 融合 不 仅 对 引力 问题 ， 而 且 还 对 几何 问题 
导致 一 个 令 人 满意 的 解答 ， 只 要 几何 学 只 是 讨论 抽象 的 概 


” 念 , 而 不 去 讨论 实验 的 客体 , 则 关于 几何 学 定理 的 真实 性 以 及 


几何 学 在 空间 实际 应 用 两 问题 都 是 没有 意义 的 .但 是 假使 我 
们 对 几何 学 定理 附加 上 这 样 一 个 定义 , 即 一 根 (无 限 短 的 ) 线 
的 长 度 是 按 通常 的 方式 借助 于 一 根 刚性 杆 或 一 根 测 线 而 得 到 
的 一 个 数 , 则 几何 学 就 成 为 物理 学 的 一 个 分 支 , 而 上 述 两 问题 
就 获得 了 一 个 确定 的 意义 ”* 现在 广义 相对 论 使 我 们 能 立 
刻 作 一 般 的 叙述 ; 由 于 引力 是 由 存在 的 物质 所 决定 , 则 对 几何 


和 


而 是 只 由 物质 所 决定 . (关于 这 一 点 将 在 § 56 中 作 详 细 的 证 
明 . ) 黎 曼 已 经 提出 了 一 个 相似 的 观点 29. 但 是 在 当时 它 至 多 
不 过 是 一 个 大 胆 的 设想 ， 因 为 只 有 在 空间 与 时 间 之 间 的 度 规 


关系 被 认识 清楚 之 后 , 才 可 能 确定 几何 学 与 引力 之 间 的 关系 . 


62.， 物理 定律 的 普遍 协 变性 的 假设 
正 是 这 个 假设 给 与 广义 相对 论 以 真正 的 动力 ， 也 正 是 由 


234a) A. Einstein, Uber aie spegielle und die allgemeine Relativitdtstheorie 
(Braunschweig 1917 年 第 一 版 ) 2 页 
285) ”参阅 广 63. 
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于 这 个 假设 ， 才 取 上 广义 相对 论 的 名 称 ， 它 有 几 个 不 同 的 根 
源 , 首先 , 任意 运动 着 的 参考 系 在 运动 学 上 是 完全 等 效 的 .这 
就 可 以 自然 地 去 假定 这 种 等 效 性 还 应 该 适用 于 动力 学 方面 和 
物理 方面 . 这 是 先 验 的 , 自然 不 能 证 明 , 而 只 有 它 的 结果 才能 
证 明 这 个 假定 是 否 正 确 . 

但 是 容易 理解 ， 单 单 引入 任意 运动 着 的 参考 系 是 不 能 满 
足 的 .正如 爱 因 斯 坦 29 在 一 个 转动 着 的 参考 系 的 例子 中 所 
指出 的 那样 ， 在 非 伽利略 系统 中 的 时 间 间 隔 和 空间 距离 不 能 
只 用 一 个 时 钟 和 一 根 刚性 的 标准 量 杆 去 测定 ;还 必须 要 放弃 
欧 几 里 德 几 何 学 .因此 我 们 除了 容许 所 有 可 以 想象 的 坐标 系 
统 以 外 ， 别 无 其 他 选择 。 这些 坐 标 必须 看 作为 是 以 一 种 唯一 
的 和 连续 的 方式 联 属 于 世界 点 (高 斯 坐标 系统 )， 这 样 来 描述 
世界 所 以 能 满足 ， 可 以 从 爱 因 斯 坦 *? 所 作 的 下 述 的 论据 看 
出 : 所 有 的 物理 测量 不 过 是 测定 空间 -时 间 的 符合 ; 除了 这 些 
以 外 , 再 也 没有 别 的 可 以 观察 到 了 . 但 是 假使 在 一 个 高 斯 从 
标 系 统 中 有 两 个 点 事件 对 应 于 同一 坐标 ， 则 在 任 一 别 的 高 斯 
坐标 系统 中 , 这 必须 也 是 这 种 情形 ， 所 以 我 们 必须 推广 这 个 


是 
"和 


286) ”参阅 注 279. 

287) 参阅 注 279. 也 可 参阅 BB. Kretschmann, Ann. Phys., Lpz., 48 
《1915) 907 及 943. 

287a) BP. Lenard, Uber das Relativitatsprineip, Ather, Gravitation, (Leipzig 

1918; 第 二 版 ,1920)， 也 可 见 “Nauheimer Discussion”, Phys. 2., 21 
《1920) 666. Lenard 对 于 用 这 样 普遍 性 的 坐标 系统 , 及 对 于 按照 爱 因 
斯 坦 理论 会 在 这 种 坐标 系 中 出 现 引 力 场 的 真实 性 提出 怀疑 ， 本 书 作者 
则 不 同意 这 些 反对 意见 . 
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把 yx 引入 于 物理 定律 , 这 种 协 变性 才 成 为 可 能 . 用 数学 

语言 来 说 , 普遍 的 物理 定律 加 上 了 不 变 的 二 次 型 
ds? = gmdv'idrr 

之 后 就 容许 任意 的 点 变换 .事实 上 , 按照 第 I 编 中 所 介绍 的 
”体系 在 形式 上 引入 gw, 狭义 相对 论 的 每 个 定律 都 可 以 成 为 普 
遍 协 变 的 , 这 在 $54 中 将 用 特殊 的 例子 加 以 证 明 . 由 于 这 个 
理由 ，Kretsehmann2ss) 就 认为 , 普遍 协 变性 的 假设 对 物理 定 
律 的 物理 内 容 没 有 提出 什么 主张 ， 而 只 不 过 是 关于 它们 的 数 
学 表述 的 一 些 意 见 而 已 ; 爱 因 斯 坦 29) 是 和 这 个 见解 完全 一 致 
的 .物理 定律 的 普遍 协 变 的 数学 表述 只 有 通过 等 效 原理 才 获 
得 物理 的 内 容 , 由 于 等 效 原理 ,引力 只 能 唯一 地 通过 gm 来 描 
述 , 而 后 者 不 是 无 关于 物质 而 给 定 的 , 它们 本 身 就 是 由 场 方程 
组 所 决定 的 ， 就 因为 这 个 理由 ，gz 才 称 得 上 是 物理 量 “. 用 
”一 方面 ， 爱 因 斯 坦 ” 强调 指出 ， 普遍 协 变性 的 假设 也 可 以 赋 
予 别 的 意义 ，G- 场 本 身 的 微分 方程 必须 这 样 确定 : 从 协 变 式 
的 普遍 理论 的 观点 来 判断 ,它们 要 尽 可 能 地 清楚 和 简单 . 协 
谈 性 原理 是 富有 启发 性 的 ， 这 一 方面 已 经 充分 地 经 受 了 考验 
(8 56). 

不 论 普遍 协 变性 的 条 件 如 何 重要 ， 仍 然 有 人 对 坐标 系统 
的 归 一 化 作出 了 尝试 ， 例 如 Kretsebmann”3 和 Mie “的 研 
究 就 率 涉 到 这 个 问题 , 但 是 所 有 已 提出 的 归 一 化 方法 似乎 只 
在 特殊 情形 中 才 有 可 能 , 或 具有 实用 价值 . 对 于 一 般 的 情形 
以 及 对 于 原理 上 的 问题 , 普遍 协 变 性 的 条 件 是 不 可 缺少 的 . 

288) 参阅 注 283， 
289) A. Binstein, Ann. Phys., Lp2., 55 (1918) 241. 


290) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie (1918 年 第 一 版 ),180~181 页 ; (1919 年 


第 三 版 ) 192 页 , 193 页 。 
291) G Mie, Ann. Phys., Lp2., 62 (1920) 46. 
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53. 等 效 原理 的 简单 推论 


(a) 在 小 速度 22 和 弱 引 力 场 情况 下 的 一 个 点 质量 的 运 
动 方程 ”假使 一 个 点 质量 的 速度 比 光速 小 , 使 得 阶 为 2/0? 的 
各 项 可 以 略 去 , 那么 点 质量 的 运动 方程 (80) 可 以 大 大 简化 .让 
我 们 再 假定 引力 场 是 弱 的 ; 这 是 说 gw 与 它们 的 正常 什 
gw 一 十 1-， 对 于 j=h=1, 2, 8， ga 一 一 1 
z gix = 0, 对 于 6% 大, 
只 相差 很 小 , 以 致 这 些 偏差 的 平方 可 以 忽略 .因此 我 们 有 
人 00%， 对 于 bo 一 1, 2, 3,， wt 一 of (389) 
此 外 ， 让 我 们 假定 ， 场 是 静 上 的 , 或 是 准 静 目的 ， 因 而 gir 的 
于 因此 74 可 以 用 Za44 代替, 或 者 用 


-去 3 O94/0% 代替 , 运动 方程 (389) 就 化 成 牛顿 方程 


二 


dm: 00 
dl Ov’ (390) 
其 中 我 们 已 经 令 
B= 一石 (gitl)) gu 一 -1 一 把 ， (391) 


在 到 的 表达 式 中 ， 起 初 未 确定 的 附加 常数 是 按 这 样 的 方式 确 
定 的 , 即 当 gas 具有 它 的 正常 值 一 1 时 , 为 零 . 

值得 注意 ,运动 方程 的 这 种 特殊 的 近似 只 包含 ys， 虽然 
其 他 的 gw 对 它们 的 正常 值 的 偏 益 可 能 与 ys 对 它 的 正常 值 
的 偏差 具有 相同 的 数量 级 ， 就 是 因为 这 个 理由 , 才 可 能 近似 
地 用 一 个 标 势 来 描述 引力 场 . 

(B) 谱 线 的 红 向 移动 ”由 于 相同 的 理由 ， 我 们 其 至 在 还 


292) ”参阅 注 379， 
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不 曾 获悉 G- 场 的 时 候 也 能 一 般 地 阐明 引力 场 对 时 钟 的 影响 ， 
因为 这 个 影响 是 由 gs 所 决定 的 、 要 对 量 杆 性 质 作出 相似 的 
说 明 , 必须 在 其 余 的 gu 为 已 知 时 才 可 以 ， 

让 我 们 取 一 参考 系 及 ， 它 相对 于 伽利略 参考 系 及 。 以 角 
速度 o 转动 ， 由 于 横向 的 多 普 勤 效应， 一 个 在 玉 中 静止 的 名 
所 处 的 位 置 离 转动 轴 愈 远 , 这 个 钟 就 走 得 愈 慢 。 只 要 考虑 一 
下 系统 及 。 中 所 观察 到 的 过 程 ， 就 可 以 立刻 看 到 这 点 。 时 间 
膨胀 由 下 式 决定 


一 /1— (w/c) NA (1/e2) 5 
随 玉 转动 的 观察 者 将 不 会 把 这 种 时 间 的 缩短 解释 为 一 个 横向 
多 普 勒 效应 , 因为 这 个 钟 相对 于 他 到 底 是 静止 的 。 但 是 在 上 
中 存在 一 引力 场 (离心 力 场 ), 具有 和 势 


T= 一 二 
因此 在 下 中 的 观察 者 将 断定 ， 时 钟 在 特定 地 点 的 引力 势 愈 
小 , 钟 将 走 得 愈 慢 ， 具 体 地 说 ,时 间 的 膨胀 到 一 级 近似 为 止 是 
由 下 式 给 定 的 ; 


T _ pat DD 
i "(1 ) 本 人 
爱 因 斯 坦 29 对 于 匀 加 速 的 系统 作 了 类 似 的 论证 ， 因 此 我 们 
知道 ， 横 向 多 普 勤 效 应 和 引力 所 产生 的 时 间 膨 胀 是 表示 同一 
事实 的 两 种 不 同 的 方式 , 即 一 个 时 钟 将 永远 指示 原 时 


= 二 | ds. 
26 


一 般 说 来 , 时 间 =/c 将 与 一 个 静止 的 钟 的 正常 原 时 有 有 


293) “参阅 注 270， 
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所 不 同 。 因 为 一 个 静止 的 锦 的 世界 线 元 为 


(ds)” — gaa(d2’)’, 
即 按照 (157) 式 ， 


~z1 
‘~ I 而 (1 可) 
a (392) 


万 C2 ° 


方程 (392) 具 有 如 下 的 物理 意义 ， 设 有 两 个 等 同 的 ， 原 来 同步 
的 , 静止 的 钟 , 把 其 中 的 一 个 在 引力 场 中 放 上 一 段 时 间 . 以 后 
它们 就 不 再 是 同步 的 了 , 放 在 引力 场 中 的 那个 钟 将 会 走 慢 . 爱 
因 斯 坦 曾 说 过 ,这 正 是 解释 8S5 [ 引 注 ] 中 所 描述 的 时 钟 伴 
次 的 根据 .在 时 钟 Cs 永远 是 静止 的 坐标 系 KK* 中 , 当 它 的 运 
动 被 减速 时 , 存在 一 引力 场 , 而 在 全 ”中 的 观察 者 可 以 认为 是 
这 引力 场 使 时 钟 Cs 变 慢 的 ， 

关系 式 (392) 有 一 个 可 以 为 实验 所 验证 的 重要 的 结果 : 假 
使 把 光 的 振动 过 程 看 作 一 个 时 钟 ， 转 移 时 钟 的 工作 也 可 以 借 
助 于 光线 来 实现 ， 因 为 , 如 果 引 力 场 是 静止 的 , 则 时 间 坐 标 总 
可 以 这 样 来 确定 : 使 得 gw 不 依赖 于 它 .， 因此 ， 记 i 及 Ps 两 点 
之 间 所 包含 的 光线 的 波长 的 数目 也 将 与 时 间 无 关 ， 所 以 在 
Pi 和 Ps 以 一 定 的 时 间 标 度 测 得 的 光线 的 频率 是 相同 的 ， 因 
而 与 位 置 无 关 ". 另 一 方面 ， 以 原 时 测 得 的 频率 与 位 置 有 关 . 
所 以 假使 在 太阳 中 产生 的 一 条 谱 线 在 地 球 上 观察 时 ， 按 照 
(392) 式 , 它 的 频率 与 相应 的 地 面 上 的 频率 比较 时 , 将 向 红 端 
移动 。 这 种 移动 的 数量 为 


bo Da Ds 
yp c 


(393) 


294) A. Finstein,Naturwissenschaften, 6 (1918) 697. 
295) M. v. Laue, Phys. Z., 21 (1920) 659, 通过 基于 光 的 波动 方程 的 一 次 
直接 计算 ,已 经 证 实 了 这 个 结果 。 
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式 中 Bs 是 在 地 球 上 的 引力 势 的 值 ， 而 Bs 是 在 太阳 表面 上 的 


引力 势 之 值 ， 进 行 数值 计算 得 
-2.12x10", (393a) 
相应 于 0.63 于 米 / 秘 的 一 个 多 次 勒 效应 . 
曾经 作 过 许多 次 努力 去 从 实验 上 汾 察 这 个 关系 Jewell”* 
已 经 发 现 了 太阳 谱 线 的 红 向 移动 ， 但 是 他 把 它 解释 为 一 种 压 
强 效 应 。 后 一 些 日 子 ， 当 Evershed”?) 确定 了 这 种 移动 并 未 
与 实验 中 所 测 得 的 压 致 移动 相符 以 后 ， 自 然 要 用 爱 因 斯 坦 效 
应 来 解释 红 向 移动 了 ”> .但 是 一 种 更 精密 的 验证 表明 ; 不 同 
的 谱 线 移动 的 数量 也 各 不 相同 ， 因 此 单独 用 爱 因 斯 坦 效 应 无 
论 如 和 何不 能 解释 这 个 现象 的 全 部 细节 ，、 更 适当 的 对 爱 因 斯 坦 
理论 的 验证 是 最 近 关 于 氮 谱 带 和 一 3883 人 (所谓 氰 谱 带 ) 的 观 
察 . 因为 这 一 观察 有 下 列 特点 ， 它 并 不 显示 任何 可 觉察 的 压 
强 效 应 .把 太阳 光谱 中 这 一 谱 带 的 吸收 谱 线 与 相应 的 地 面 上 
的 发 射 谱 线 相 比较 是 Bchwarzsehila”” 首先 完成 的 , 后 来 St. 
Johnso0) (在 威 耳 逊 山 实验 室 ) 以 及 Evershed 与 Royds*? 都 
相继 作 了 更 精密 的 比较 。 这些 作者 都 发 现 了 一 个 比 理论 所 要 
求 的 小 得 多 的 谱 线 移动 ， 其实 ，Bt. Jobn 实际 上 并 未 发 现任 
何 移动 。 因此 在 一 段 时 期 内 ， 理 论 似乎 已 被 实验 所 推翻 ?0 
296) 工 . E. Jewell, Astroph. J., 3 (1896) 89. 
297) J. Evershed, Bull. Kodairanat Obs., 36 (1914). 
298) 参阅 注 270; 卫 Freundlich, Phys. 2., 15 (1914) 369. 
299) K. Schwarzschild, §. B. preuss. Akad. Wiss., (1914) 120. 
300) OO. E. St. John, Asiroph. J., 46 (1917) 249， 
301) J. Evershed 及 Royds, Bull. Kodaikanal Obs., 39, 
302) 爱 因 斯 坦 的 理论 与 上 述 实 验 结果 之 间 的 分 歧 导 致 Wiechert 建立 了 一 
引力 理论 ， 它 包含 很 多 未 定常 数 , 因而 对 于 红 向 移动 、 光 线 的 弯曲 及 水 
星 的 近日 点 进 动 的 任何 经 验 值 都 能 够 适合 , BB, Wiechert, Nach”., Ges， 


Wiss. Gottingen, (1910) 101; Astr. Nachr., No. 5054, 211 页 ，co]， 
275; Ann. Phys., Lpe., 63 (1920) 301. 
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但 是 在 一 系列 最 近 的 观察 中 ，Grebe 和 Bachem202 指出 : 测 得 
的 移动 对 于 不 同 的 谱 线 具有 完全 不 同 的 值 ， 后 来 他 们 用 一 个 
Koch 测 微 光度 计 测 量 谱 线 的 强度 证 明了 太阳 光谱 中 不 同 谱 
线 的 重 碗 是 这 个 起 初 认为 十 分 奇异 的 现象 的 起 因 、 对 于 未 受 
扰动 的 谱 线 , 现在 已 测 得 在 实验 误差 范围 内 与 理论 值 (393a) 


有 


第 


Grebe 发现， 上述 的 氮 谱 带 中 100 条 受 扰动 的 与 未 受 扰动 
的 谱 线 的 移动 的 平均 值 也 与 理论 一 致 ，Perotaoe) 也 考察 了 这 
条 谱 带 的 红 向 移动 , 得 到 了 肯定 的 结果 . 他 的 结果 仍然 很 难 
认为 是 决定 性 的 , 因为 他 未 计 及 谱 线 的 可 能 的 重 选 
Freundlich™*5) 企图 也 在 恒星 的 情形 中 证 实 谱 线 的 引力 
移动 . 但 是 就 恒星 而 言 , 如 果 用 上 不 肯定 的 假设 , 只 可 能 从 多 
普 勒 效应 中 去 分 出 引力 移动 ， 而 且 , Ereundqlich 的 第 一 个 结 
果 已 经 为 Seeliger3%9 所 否认 ， 
因此 , 总 结 起 来 , 我 们 可 以 说 , 目前 关于 红 向 移动 的 实验 
结果 似乎 是 支持 理论 的 , 但 是 它 还 没有 得 到 最 后 的 证 实 +. 
(?7) 在 静止 引力 场 中 的 费 马 最 小 时 间 原 理 我 们 假定 
我 们 是 在 讨论 一 静止 的 引力 场 , 即 坐 标 系 可 以 这 样 选 择 , 使 得 
所 有 的 gw 是 与 时 间 无 关 的 , 而 且 使 四 维 线 元 具有 下 列 形式 ， 
ds? = do — fd13, (394) 
式 中 do?” 是 三 个 空间 坐标 微分 的 一 个 正定 的 二 次 型 ， 而 f 是 
303) LL, Grebe 及 A. Bachem, Verh, disch. phys. Ges., 21 (1919) 454; 了. 
Phys., 1 (1920) 51 及 2 (1920) 415. 
304) L. Grebe, Phys. 2Z., 21 (1920) 662 及 2Z. Phys., 4 (1921) 105, 
304a) A. Perot, O,. B. Acad, Seci. Paris, 171 (1920) 229. 
305) FE. Freundlich, Phys. 2Z., 16 (1915) 115; 20 (1919) 561, 
306) H.v. Seeliger, Astr. Nachr., 202 (1916) col. 83; 参阅 了 BFreund- 
lich, 辣 前 , eol. 147， | 
+ 见 补 注 14, 
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与 位 置 有 关 的 光速 . 因此 我 们 有 
"3 
904 一 gao4 一 9a4 一 上， 0d44 一 一 记 。 (394a) 


在 所 有 静止 的 G- 场 中 存在 前 三 个 关系 是 一 个 独立 的 假设 ， 它 
只 能 借助 于 G-_ 场 本 身 的 微分 方程 加 以 证 明 。 对 于 球 对 称 的 
静止 场 的 特殊 情形 , 显然 ,这 可 以 先 验 地 看 出 , 只 要 适当 地 使 
时 间 归 一 化 ae)， 总 可 以 使 分 量 gu 人 一 1，2，3) 为 零 . 

让 我 们 详细 地 来 考察 在 这 样 一 个 场 中 的 一 条 光线 的 路 
径 ， 按照 $54, 它 是 由 这 样 一 个 条 件 来 决定 的 , 即 它 应 为 一 条 
短程 零 线 . 对 这 个 特殊 情况 ， 这 个 条 件 可 以 写成 费 马 原理 的 
形式 , 这 是 Levi-Civitason 和 Weyl8s" 证 明 的 . 为 了 表明 这 一 
点 , 让 我 们 从 $15 的 变 分 原理 (83) 开 始 ， 


_1 dv! CO | _ 


这 里 在 积分 路 线 的 端点 ， 坐 标 是 不 变 的 . 假使 现在 我 们 把 
(394) 式 得 到 的 值 代 换 gx, 我 们 有 


7 
单独 对 变 分 , 变 分 原理 得 出 方程 
(入 ) 一 0， 产生 一 常量 


306a) “意大利 的 数学 家 划分 为 静止 情况 (9 一 0, 当 ?一 | 2, 3) 和 更 普 换 的 静 

止 情况 (gw 只 是 与 时 间 无 关 , 但 94 寺 0). 例 如， 参阅 , A. Palatini Atii, 
Tst, veneto. 78 (2) (1919) 589， 那 里 对 点 质量 和 光线 的 路 线 是 以 静止 
情况 的 一 般 方式 来 讨论 的 ; 还 可 参见 A. De-Zuani, Nuovo Oim., (6) 
18 (1919) 5. 

307) TT. Levi-Civita, “Statica Binsteiniana’’, ERE. 0. Accad. Lincei, (5) 26 
(1917) 458; Nuovo Cim., (6) 16 (1918) 105., 

308) H. Weyl, Ann. Phys., Lps., 54 (1917)117; Rawm-Zeit-Materie(1918 
年 第 一 版 ) 195 页 , 196 页 ; (1920 年 第 三 版 ) 209 页 , 210 页 ， 
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而 且 通 过 参数 入 的 适当 归 一 化 , 可 令 


2 dt _ 


其 次 , 让 我 们 改变 变 分 的 条 件 如 下 : 
(i) 只 有 路 线 的 空间 端点 是 保持 不 变 的 ， 而 时 间 举 标 在 
起 点 和 终点 是 可 以 变化 的 . 
(ii) 取 变 分 的 路 线 也 应 当 是 一 零 线 (但 不 必 一 定 是 短程 
的 )， 由 于 这 后 一 条 件 , 沿路 线 的 所 有 点 上 , 自然 有 
LL=0, dL= 0 | 


为 一 方面 , 对 于 时 间 坐 标的 变 分 , 有 
3 | Lar= -1 9 | 二 | 人 (f° 9) id. 
所 以 ， 假 使 这 条 路 线 是 一 条 零 线 ， 这 个 表达 式 必 须 同样 等 于 
零 . 如果 这 条 零 线 是 短程 的 , 条 件 (395) 就 可 以 代 之 以 
2 ‘8 | at=0, 
或 者 借助 于 关系 工 = 0 消去 时 间 , 代 之 以 
do 
引 罕 -0 (396) 


这 正 是 费 马 的 最 小 时 间 原 理 。 由 此 可 知 ,即使 引力 场 是 静止 
的 , 光线 在 三 维 空间 中 不 是 一 条 短程 线 ， 这 样 的 一 条 短程 线 


间 


毕竟 可 以 由 下 式 表 征 ; 
6 |a=0. 


只 有 在 四 维 空间 中 , 光线 的 世界 线 才 是 短程 的 ， 因此 一 条 光 
线 在 引力 场 中 将 是 弯曲 的 . 曲率 的 数值 还 得 依赖 于 ac 的 形 
式 , 且 不 同 于 红 向 移动 的 求 值 ， 它 只 当 G- 场 的 场 方程 已 知 时 
[$ 58(?7)] 才 能 确定 . 


54. 引力 场 对 物质 现象 的 影响 211 

”对 于 一 个 粒子 在 一 个 不 再 包含 时 间 坐 标的 静止 引力 场 中 

的 路 线 , 也 能 够 以 相似 的 方式 找到 一 变 分 原理 “"。 但 是 它 缺 
少 前 面 那 种 变 分 原理 的 直观 意义 . 


54. 引力 场 对 物质 现象 的 影响 20) 


按照 爱 因 斯 坦 的 说 法 , 把 除了 G- 场 以 外 的 一 切 事物 描述 
为 物质 是 方便 的 。 这样 问 题 就 在 于 把 支配 着 物质 过 程 的 物理 
定律 表示 成 普遍 协 变 的 形式 ， 原 则 上 它 可 以 用 下 面 的 论证 来 
求解 。 设 有 一 坐标 系统 及 。 已 给 定 ， 在 此 坐标 系统 中 , gn 在 
一 有 限 的 世界 区 域 中 取 其 正常 值 ， 此 时 的 物理 定律 的 形式 可 
假定 为 在 狭义 相对 论 中 是 适用 的 。 其 次 , 我 们 引入 另 一 作 任 
意 运动 的 高 斯 坐标 系统 扩 , 并 且 通 过 直接 的 计算 ， 确 定 物理 
定律 在 及 中 的 形式 ， 显然 , 由 于 我 们 依靠 了 等 效 原理 ,我 们 就 
这 样 同 时 证 明了 引力 场 对 物质 过 程 的 影响 .而 且 这 个 结果 还 
可 以 推广 到 不 可 能 得 到 这 样 一 个 坐标 系 的 情形 ， 在 这 种 坐标 
系 中 引力 场 可 以 在 一 有 限 的 区 域 中 被 变换 掉 ， 但 是 这 样 的 扒 
广 只 有 在 利用 明显 而 稍 带 任意 性 的 假设 使 gx 的 二 阶 导数 不 
致 在 有 关 的 物理 定律 中 出 现时 才 有 可 能 . : 

从 数学 上 来 看 ， 这 一 情况 正 相当 于 从 欧 几 里 德 几何 学 中 
的 张 量 分 析 过 渡 到 黎 曼 几何 学 中 的 张 量 分 析 (8813 和 20). 所 
以 我 们 应 用 第 II 编 中 所 介绍 的 方法 , 把 狭义 相对 论 中 的 每 个 
定律 中 所 出 现 的 张 量 运算 代 之 以 相应 的 推广 了 的 黎 曼 几 何 学 
中 的 张 量 运算 , 就 可 以 直接 写 出 它们 的 普遍 协 变 的 形式 ， 自 
然 人 们 必须 小 心 地 去 辨别 一 个 张 量 中 的 道 变 分 量 和 协 变 分 


量 , 以 及 辨别 张 量 和 张 量 密度 . 


309) ”参阅 在 注 807 及 308 中 所 引 的 论文 
310) 参阅 注 274，A. Binstein, and M. Geossmann， 同 前 ,第 工 编 ，8 6; 
注 276,Q 部 分 ; 注 279, 了 部 分 ， 
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这 些 普遍 的 法 则 现在 可 以 取 真 空中 的 麦克 斯 韦 方程 组 作 
为 例子 加 以 说 明 . 让 我 们 再 用 (202) 式 来 规定 场 矢量 Fw。 按 
照 8 19 (140b) 式 ,方程 组 (203) 在 此 情形 中 仍然 有 效 


Sp 十 呈 二 二 op -0. (203) 


但 是 由 于 (141b) 式 ,第 二 组 麦克 斯 韦 方程 (208) 必 须 写成 稍为 
不 同 的 方式 ， 我 们 引入 对 应 于 Fw 的 张 量 密度 的 逆 变 分 量 


8B"— V9g"g Fo, (397) 
并 引入 对 应 于 电流 矢量 的 张 量 密度 
SG!'=— /一 93 (398) 
则 
0 一 8 z (208a) 
由 此 还 可 以 得 到 连续 性 方程 (197) 的 推广 ”， 
2 =0. (197a) 
和 前 面 一 样 , 由 (216) 式 , 有 质 动力 为 
. fi= Fins” 
而 相应 的 张 量 密度 为 
f= MV—gfi= Fw. (216a) 
能 量 -动量 张 量 密度 的 混合 分 量 可 从 (222) 式 得 出 如 下 : 
Et= Prd" — FFB. (222a) 


(225) 式 的 推广 是 重要 的 .从 普遍 张 量 分 析 的 法 则 (150a) 我 
们 可 得 z 
310a) ”这 些 方 程 的 一 个 应 用 由 M. Y. Laue 提出 , Phys, 2., 21 (1920) 659. 他 


证 明 , 对 于 真空 中 的 光线 的 世界 线 〈 在 几何 光学 适用 的 范围 内 )， 短 程 
零 线 的 方程 (80) 及 (81) 事 实 上 可 由 它们 得 出 ， 
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DG 
2 


OG 1 rs Og 
或 Da 可 © Ov hi. 


左边 的 第 二 项 是 标志 引力 场 的 影响 .从 8 33(oa) 中 进行 的 计 
算 可 以 看 到 , 在 一 般 情形 中 ，(225a) 式 实际 上 也 可 以 从 (203) 
式 , (208a) 式 和 (216) 式 得 出 . 

液体 的 运动 方程 也 同 祥 能 够 写成 普遍 协 变 的 形式 2 
G. Nordstr6m31” 考察 了 Herglotz 的 弹性 介质 的 普遍 方程 
组 .正如 (225a) 式 从 有 质 动力 的 表达 式 (22B) 导 出 一 样 ,我们 
可 从 普遍 的 能 量 -动量 定律 (341) 得 到 在 引力 场 中 的 物质 的 能 
量 -动量 定律 ， 


一 名 7 一 一 


(225a ) 


2 -5 Os 0. (841a) 
从 它 的 物理 意义 上 来 看 , 它 大 大 不 同 于 先前 的 能 量 - 动 量 定律 
的 形式 . 在 先前 的 形式 中 , 总 能 量 和 总 动量 的 守恒 定律 可 以 
通过 积分 而 导出 , 由 于 新 的 表达 式 (341a) 有 了 左边 的 第 二 项 ， 
上 述 的 推导 已 不 再 可 能 ， 它 只 意味 着 ， 能 量 和 动量 可 以 由 物 
质 传递 给 引力 场 , 反之 亦 然 ( 详 见 § 61) 。 假 使 没有 外 力作 用 ， 
我 们 能 够 具体 地 用 能 量 -动量 张 量 @w [由 (222) 式 给 定 ] 求 
Pa 而 且 以 表达 式 


代替 人 X,*， 于 是 方程 (3 和 a) 就 化 成 短程 线 的 方程 1. 


311) 参阅 注 276 及 279，A. Binstein., 
312) G. Nordstrom, Versl. gewone Vergad. Akad. Amst. 25 (1916) 836. 
+ 见 补 注 15, 
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65. 引力 场 中 物质 过 程 的 作用 原理 


Hilbert*”” 曾 首 先 证 明 : 能 量 -动量 张 量 是 以 一 简单 的 方 
式 与 作用 浮 数 相 联 系 . 这 只 在 广义 相对 论 中 才 变 得 显 而 易 
: 见 .， 我 们 将 以 $31 中 的 力学 -电动 力学 的 作用 原理 作为 一 个 
例子 来 加 以 说 明 ， 这 个 作用 原理 将 按照 Weyl 的 形式 (231a) 
写 出 ; 


Wi -| 全 PP 20 +2uocz| d5 


- 伟 FPrdy — Ja |28ae (281b, 


+2pe |Y — ginwiudD; 
Wi =0 
只 要 gw 不 变 , 这 个 作用 原理 在 引力 场 中 也 仍然 适用 398)，( 必 
须 独 立地 变化 的 是 粒子 的 世界 线 和 场 的 势 内 . ) 
但 是 如 果 对 gix 变 分 , 就 会 得 出 某 些 新 的 东西 . 现在 物质 
的 世界 线 和 势 $; 可 以 保持 不 变 . 于 是 按照 $23(a)， 第 一 个 
积分 将 为 
-| Smagado— -| SdgdD>, 
第 二 个 积分 将 为 零 , 而 第 三 个 积分 将 为 
-Juiwdgads — 一 | erayna3. 
并 在 一 起 , 得 
6 = -| Td gd = +| TOgadr. (399) 
313) ”参阅 注 101, 也 可 参阅 注 100, H. A. Lorentz; 注 308, H. Wey], Ann.， 


Phys.，Lpg.: 及 HH. Weyl.，Rawm-Zeit-Materie (1918 年 第 一 版 ) 215 
页 以 下 ,$32; (1920 年 第 三 版 ) 197 页 。 
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这 样 ,我 们 在 作用 积分 中 对 G- 场 变 分 ， 就 可 求 得 物质 的 能 


量 张 量 。 这 个 法 则 不 仅 在 这 个 特例 中 适用 ， 而 是 普遍 适用 
的 ，Nordstrimasl9 曾 证 明了 这 个 法 则 适用 于 弹性 能 量 张 量 
的 问题 ， 见 第 V 编 ,$ 64, 关于 Mie 的 理论 . 

物质 的 能 量 -动量 张 量 与 作用 函数 之 间 的 这 一 关系 使 我 
们 知道 哈密 顿 原 理 在 广义 相对 论 中 的 应 用 ( 见 $ 57) 是 非常 重 
要 的 , 而且, 假使 取 只 由 于 改变 坐标 系 而 产生 的 变 分 8*gu 代 
替 gm, 此 时 5W 恒 等 地 为 零 (8 23); 那么 我 们 可 根据 (169) 
式 作 如 下 的 陈述 ， 如 果 在 某 些 情 形 中 物质 过 程 的 场 定律 可 以 


是 

和 

本 
二 


刘 


56. 引力 的 场 方程 组 


广义 相对 论 必须 解决 的 最 重要 的 本 质问 题 在 于 建立 6- 

场 本 身 的 定律 。 这 自然 必须 要 求 这 些 定律 是 普遍 协 变 的 . 但 

是 为 了 对 这 些 定律 作出 唯一 的 决定 , 还 必须 表述 某 些 条 件 . 其 
指导 原则 如 下 : 

(i) 按照 等 效 原理 , 引力 质量 等 于 惯性 质量 , 即 它 是 与 总 

能 量 成 正比 的 .所 以 这 对 于 在 引力 场 中 作用 于 一 个 物质 系统 

的 力也 是 正确 的 .因此 , 自然 还 可 以 反 转 来 假定 : 只 有 总 能 量 

才能 决定 一 个 物质 系统 所 产生 的 引力 汤 . 然而 根据 狭义 相对 

论 , 能量 密度 并 不 是 用 一 个 标量 来 表示 的 , 而 只 能 用 一 个 张 量 

Tw 的 和 -分 量 来 表示 ， 同时 ， 动量 和 应 力 是 与 能 量 处 于 对 等 


3 314) 参阅 注 312, 
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的 地 位 ， 所 以 我 们 可 以 用 下 述 的 方式 把 上 述 假定 表述 出 来 : 


间 


(ii) 除 此 以 外 , 爱 因 斯 坦 从 相似 于 泊 松 方程 


和 


上 


一 个 表达 式 显然 必须 是 一 个 张 量 , 因而 由 $17, 方程 (113) 可 
知 , 9- 场 的 微分 方程 必须 具有 形式 

crRiwt Ca Rgiwt Ca9iw = Elsy, (400) 
这 里 Rw 是 由 (94) 式 确定 的 收缩 的 曲率 张 量 ， 而 有 BR 是 相应 的 
不 变量 (95). 至 于 它们 的 几何 意义 可 参阅 $17. 

这 些 假定 , 如 果 与 Nordstr6m 的 理论 作 一 比较 , 它 的 主要 
特性 就 会 显示 出 来 ， 按照 爱 因 斯 坦 和 福 克 ”“ 的 说 法 ， 
Nordstr6m 的 理论 也 可 以 表示 成 一 普遍 协 变 的 形式 . 在 这 个 
理论 中 ,只 有 标量 了 了 =i 出 现 于 引力 方程 中 ， 而 且 与 曲率 不 
变量 五 成 正比 ， 到 此 时 为 止 尚 未 明显 地 建立 起 来 的 其 余 方 
程 , 必须 包含 这 样 一 个 声明 ， 对 于 一 适当 选择 的 坐标 , 总 可 能 
把 线 元 号 成 形式 

ds? ~— DS dr)», 
因此 意味 着 光速 是 和 常量， 人 们 从 绝对 微分 学 的 观点 上 可 以 看 
出 ， 这 些 场 方程 与 爱 因 斯 坦 理 论 中 的 方程 比较 起 来 是 很 不 自 
然 并 且 是 很 复杂 的 , 在 爱 因 斯 坦 理论 中 , 所 有 Ti 的 分 量 是 处 
于 对 等 地 位 的 . 

《证 ) 为 了 确定 在 (400) 式 中 的 (作为 待定 的 ) 常 数 ca，cs， 
_6, 我们 必须 考察 普遍 的 相对 论 理论 与 因果 律 之 间 的 关系 .一 


3143) 参阅 注 272， 
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旦 我 们 得 出 普遍 协 变 场 方程 的 任何 一 种 解 ， 借 助 于 选择 不 同 
的 坐标 , 我们 可 以 从 这 些 解 导 出 任意 数目 的 别 的 解 . 所 以 场 
方 的 浊 人 有 外 全 四 个 人 吉本 因而 , 在 10 个 未 知 量 


二 
和 


和 


程 ， 和 :是 去 醒 上 的 ， 因 为 
方程 的 许多 可 能 的 解 只 在 形式 上 不 同 而 已 。 从 物理 意义 上 来 
看 , 它们 是 完全 等 效 的 . 这 里 所 叙述 的 情况 是 Hilbert315) 首先 
看 出 来 的 ， 

这 样 ,我 们 已 经 达成 了 这 个 假设 ， 即 在 (400) 式 的 十 个 方 
程 之 间 必 须 存在 四 个 恒等式 ， 于 是 我 们 也 知道 , 张 量 Ti 满足 
$ 54 的 能 量 -动量 定律 (341a)。 这 正好 包含 四 个 方程 。 所 以 
我们 代 和 可 以 很 配 合 地 对 和 个 可 定 的 和 等 式 的 内 容 作 如 下 的 
须 被 满足 ， 因 此 它 同时 是 引力 扬 方 径 和 物质 场 定律 的 一 个 
麻 f 显然 这 个 假设 相当 于 这 样 _“ 个 要 求 ， (400) 式 大 也 的 
度 如 果 按 照 黎 曼 空间 的 张 量 分 析 [ 兄 方程 (150)] 推 广 , 应 当 恒 
等 于 零 . 假使 进行 这 种 运算 , 可 从 (182) 式 , (109) 式 和 (75) 式 
得 到 | 


人 are) 二 如 


315) D. Hilbert, “Grundlagen der Physik 1”, Nachr. Ges. Wiss. Gettingen. 
《1915) 395. 从 历史 观点 上 看 来 ,应 当 提 及 , 马赫 基于 相对 性 的 考虑 , 早 
已 得 到 结论 : 表述 物理 定律 的 方程 的 数目 实际 上 应 少 于 未 知 数 的 数目 
[Die Geschichte una Qie Wurzel des Satzes von der Erhaltung der 
Aroeit, (Prague 1877) 36 页 及 37 页 ; 2fechanik, (Leipzig 1883)]. 

还 应 提 及 ,在 一 段 时 间 内 ， 爱 因 斯 坦 有 过 这 样 的 错误 见解 , 认为 可 
以 从 解 的 非 唯一 性 导出 , 引力 方程 不 可 能 是 普遍 地 协 变 的 〈 见 注 276), 
1 见 补 注 巧 ， 
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因此 我 们 一 - 一 定 得 到 C3 = 一 如 1 这 样 ， (400) 式 中 除了 项 
以 外 , 只 出 殉 (124) 式 所 确定 的 张 呈 
Gu 一 Rn 一 豆 gaR. (124) 
我 们 将 在 8 62 中 讨论 (400) 式 中 的 最 后 一 项 的 物理 意义 ; 此 
刻 我 们 暂且 把 它 略 去 . 它 的 效应 对 于 我 们 目前 即将 讨论 的 情 


形 是 非常 小 的 , 这 就 是 把 它 略 去 的 一 个 理由 . 有 了 这 个 附加 


条 件 , 引力 方程 就 可 写成 : 
Gir = — iy. (401) 
右边 有 一 个 负 号 的 理由 参见 $58(a)。. 经 过 收缩 , 进一步 得 到 
慷 二 十 x 了 7 (402) 
以 及 
R= 一 x( Ti— 可 gaT). (4018) 


这 就 是 引力 场 方程 组 的 普遍 协 变 的 形式 ， 它 是 爱 因 斯 坦 经 过 
许多 次 错误 的 出 发 点 9 以 后 , 在 1915 年 最 后 得 出 的 . 
前 面 已 经 提 及 (在 850 中 ， 注 277)， 这 个 方程 也 曾 为 
Hilbert 在 同一 年 中 导出 其实, 那里 是 以 变 分 原理 作为 出 发 
点 的 , 但 它 在 爱 因 斯 坦 的 论文 中 和 我 们 的 论述 中 (将 在 下 一 节 
| 


.由 变 分 原理 导出 引力 方程 


按照 8 23, 张 量 Gix 满足 散 度 方程 (182)， 这 一 事实 是 与 
它 当 场 量 的 变 分 在 边界 上 为 零 的 条 件 下 可 以 从 一 个 对 人 G 场 
316) A. Einstein, 8S. B. preuss. 4Kad. WViss. (1915) 844, 在 此 以 前 ， 爱 因 


斯 坦 还 假定 过 Bw 一 xTwz: 同 前 , (1915) 778. 
317) ”参阅 $ 233, 注 100 至 注 104 中 所 引 的 论文 。 


| 
} 
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变 分 的 不 变 积分 
6 | Raz= | GS, Sg radw (180) 


导出 相 联系 的 . 在 8 55 中 , 我 们 也 已 经 看 到 ， 对 物质 场 量变 
分 时 可 以 产生 机 械 ( 弹 性 ) 场 和 电磁 场 的 微分 方程 的 不 变 积分 


| 对 az, 车 对 G- 场 变 分 可 导致 物质 的 能 量 -动量 张 量 , 
8 | dz= (Tudords. (399a) 


这 两 个 关系 指示 我 们 可 把 所 有 的 物理 定律 统一 于 一 个 单独 的 
作用 原理 中 ， 
》 | MN dz =0, (403) 


= 二 尖 干 x0 (404) 
这 里 场 量 的 变 分 在 积分 区 域 的 边界 上 必须 为 零 . 这 个 作用 函 
数 具 有 明显 的 性 质 ， 它 可 以 分 解 为 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 是 与 
状态 的 物质 量 无 关 的 , 而 另 一 部 分 是 与 gw 的 导数 无 关 的 . ( 参 
见 第 V 编 中 关于 更 普遍 的 不 具有 这 种 性 质 的 作用 函数 . )1 
按照 88 55, 56, 作用 原理 (408) 还 简要 地 概括 了 物质 过 
程 的 场 方程 与 引力 之 间 的 关系 : 由 两 者 之 一 可 得 出 能 量 -动量 
定律 (341a) (8 54). 另 一 方面 , § 23 中 的 方程 (184) 还 可 以 得 
出 能 量 -动量 定律 的 另 一 种 形式 ， 假 使 我 们 令 


在 一 一 二 Di (405 ) 
其 中 Uw* 是 由 (183) 式 和 (185) 式 所 定 出 的 , 从 (18 包 式 和 (401) 


式 我 们 可 得 : 
OR +H 0 (406) 
Ov : 


1 见 补 注 8.。 
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背 助 于 它们 的 推导 , 虽然 量 ie 在 线性 变换 下 只 象 张 量 分 量 屠 
祥 变换 , 这 些 方程 还 是 普遍 协 变 的 ， 能 量 和 动量 的 守恒 定律 
不 同 于 能 量 -动量 定律 (34ta)， 它 可 以 从 (406) 式 推导 成 为 积 
分 形式 .因此 爱 因 斯 坦 ?e 称 量 地 为 引力 场 的 能 量 -动量 分 量 ， 
并 且 认 为 它们 在 某 些 方面 相当 于 物质 的 能 量 -动量 分 量 2 
参见 $ 61 关于 这 个 观点 的 其 他 物理 结论 . | 

最 后 指出 , 作用 原理 (408) 还 对 于 场 方程 在 特殊 情形 中 的 
积分 具有 实用 价值 。 有 了 这 个 式 子 ， 人 们 有 时 可 以 不 必 再 去 
引用 普遍 的 微分 方程 。 这样 可 使 计算 大 大 简短 . 详情 见 
§ 58(B). 


58， 与 实验 的 比较 


(a) 作为 一 级 近似 的 牛顿 理论 在 853(o) 中 ， 我 们 
已 经 看 到 , 对 于 弱 的 似 静 引力 场 , 运动 方程 就 化 为 牛顿 运动 方 
程 ， 要 证 明和 牛顿 理论 是 相对 论 理论 中 的 一 个 极限 情形 ， 还 得 
先 去 证 明 , 在 上 述 的 特殊 情形 中 , 标 势 (391) 满 足 泊 松 方程 

4D = 4mh un. (407a) 
为 此 目的 ,我 们 作 方程 (401a) 的 4 分量 .对 于 Tm, 我们 可 
以 引入 动能 -动量 张 量 woww。 假使 略 去 阶 为 w/c 的 量 , 则 显 
然 可 以 令 除 Pss 以 外 的 所 有 Ti 的 分 量 等 于 零 . 了 as 变 成 

了 744 一 002， 
且 由 此 我 们 可 得 
/一 0 一 0 了 44 一 一 Hoe” 

首先 , 方程 (401a) 就 变 成 


Rea4 = — XHoC (408a) 


318) 参阅 注 277, 778 页 ; 注 279, 0 部 分 , $ 15 以 下 ; 注 102, § 3。 
319) 见 A. Binstein( 参 阅 注 278 及 注 279, 也 部 分 ，$ 214)， 
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Ras 的 值 必须 从 (94) 式 求 得 由 于 时 间 导 数 及 六 ,之 积 可 略 
去 , 上 式 简单 地 变 成 


erm, 
Raa Ow 2 
又 由 于 1 2 
CO mw 一 《144 
1 4 wu 44 一 一 pp 3 
1 0? 1 L4G 
Raa = 十 可 之 a = ga= 02 。 (408b) 


最 后 的 方程 可 从 (391) 式 得 出 ， 假 使 现在 我 们 将 此 式 代入 
(408a) 式 中 , 则 可 得 
JD = 二 xcssi (407p) 


因此 泊 松 方程 实际 上 是 成 立 的 . 这 是 广义 相对 论 原理 的 一 个 
巨大 的 成 就 ， 即 单纯 地 根据 8$ 56 的 二 分 普遍 的 假设 导出 了 牛 
顿 的 引力 定律 ， 而 不 必 作 另外 的 假设 .现在 我 们 还 应 该 对 党 
量 x 的 意义 和 数值 作 一 些 论述 ， 把 (407a) 式 与 (407b) 式 的 作 
一 比较 , 即 得 

nc — Sh -5 6.7x10-3 一 1.87x10-? 厘 米 : 克 -1.。 (409) 


C02 
同时 可 以 看 出 , x 是 正 的 ， 这 证 明了 在 (401) 式 的 石 边 要 用 一 
个 负 导 . 因此 广义 相对 论 并 未 对 引力 常量 的 符号 (引力 的 而 
非 斥 力 的 ) 和 数值 提供 物理 上 的 解释 , 而 是 从 实验 中 取 用 这 些 
数据 的 “. 
(B) 一 个 点 质量 的 引力 场 的 严格 解 ” 为 了 决定 水 星 近 日 
点 的 进 动 和 光线 的 弯曲 ， 人 们 不 仅 必须 对 一 个 点 质量 的 场 计 


320) ”在 (409) 式 中 把 x 写成 xc? (如 大 多 数 别 的 作者 所 做 的 那样 ) 的 理由 是 ， 
按 定义 , Tu 在 我 们 的 符号 中 具有 能 量 密度 的 量 纲 , 而 他 们 的 符号 中 却 
只有 物质 密度 的 量 纲 . 
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算 gus, 而 且 还 要 计算 其 他 的 gar， 并 且 g44 须 计 算 到 次 高 阶 的 
精密 度 为 止 。 早 在 1915 年 ， 爱 因 斯 坦 ”? 曾 用 逐 级 近似 的 方 
法 解 出 了 这 个 问题 . Sehwarzschild322 最 先 对 一 个 粒子 的 G- 
场 得 出 一 个 严格 的 解 , 此 后 Drostes29 又 独立 地 求 出 此 解 . 求 
近日 点 进 动 和 光线 弯曲 的 方法 实际 上 跟 爱 因 斯 坦 所 用 的 方法 
相同 .数学 方法 在 Weyl829 的 一 篇 论文 中 已 获得 相当 大 的 
简化 , 他 引入 笛 卡 儿 坐 标 来 代替 极 坐 标 , 并 恢复 引用 作用 原理 
而 不 用 G- 场 的 普遍 微分 方程 
由 于 一 个 粒子 的 场 是 静止 的 和 球 对 称 的 ， 线 元 的 平方 可 
以 写成 形式 : 
ds2 一 YE(dot 2 十 (dz5) 十 (ar 六 
二 Toadot 十 zadac2 十 oadaa)2 二 gas(daa)2 (410) 


式 中 了 和 ga 内 是 7 二 Vv)? 十 (23)? 填 (23)? 的 函数 .但 是 ， 
这 个 式 子 尚 未 唯一 地 指定 坐标 系 . 因为 在 一 个 含有 任意 函数 
(7) 的 变换 

-Lo» (411) 


[因而 7'=V (VD + (2 村 (OZ =f (7)] 
中 , 线 元 的 平方 仍然 具有 (410) 的 形式 .这 使 我 们 还 要 将 坐标 
妇 一 化 ， 具体 说 来 , 下 面 两 种 归 一 化 的 方法 是 很 方便 的 : 
(a) 2 
= (dx!)?+ (dm?)?+ (dw )? 
-+l(vtdy!+w?dr? + vdw) ?+ gas dw) (410a) 


321) ”参阅 注 278, 

322) K. Schwarzschild, S. B. prewss. Axad. Wiss. (1916) 189. 

323) J. Droste, Versi. gewone. Vergad. Akad. Amst., 25 (1916) 163. 

324) H. Weyl, Ann. Phys., Lpe., 54(1917)117; Raum-Zeit-Materie (1918 
年 第 一 版 ) 199 页 以 下 ; (1920 年 第 三 版 ) 317 页 以 下 。 
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(b) 1=0: 
ds?—y[ (Get)?+ (de?)?+ (dv) + gu (ds)?. 
: (410b) 
让 我 们 在 线 元 的 平方 为 (410a) 式 的 坐标 系 中 对 场 方程 组 进行 
积分 . 在 质量 以 外 的 空间 (只 有 在 这 里 需要 考虑 质量 )， 由 
(401a) 式 , 场 方程 简化 为 


根据 (401a) 式 进行 计算 , 并 引入 缩写 | 
h?=1+Ilr?, 4 一 以 一 9 一 /一 Ia (413) 
曲率 张 量 的 分 量 Bi 在 这 里 就 可 表示 如 下 : 
了 
Ru= [Reo]6t+ (LRu] 一 [Reo]) a, 对 如 有 一 二 2 3， 
(414) 
4 1 a/rigadyN 24 
[RJ -二 训 ( 人 )- 丰 他 
1 a TO a4 1 
[R22|] = -了 全 人 了 ) FE (415 ) 
_ 9a 工 人 044 
人 一 一 了 4 去 4 ). 


可 以 看 出 ，[Ra] 和 [B22] 分 别 是 Ri 以 及 Ros 和 Rss 在 点 
个 = 二 7， 人 2 一 0 一 0 处 的 值 .现在 已 经 可 以 把 Rw 的 这 些 值 代入 
(412) 式 ， 因 此 从 (415) 式 的 第 一 个 方程 和 第 三 个 方程 我 们 可 


求 得 
4 一 0， 4 常量 . 

其 次 我 们 加 上 一 个 条 件 , 即 在 无 穷 远 处 , gm 具有 正常 值 。 其 

实 , 正 是 这 个 条 件 首先 给 这 个 问题 作 了 规定 (参阅 8 62)， 因 


此 可 得 
4=1 : (416) 


而 由 (415) 式 的 第 二 个 方程 , 得 
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gu 一 一 1 二 人， (417) 


式 中 是 一 个 积分 常数 .与 (3891) 式 的 牛顿 势 6 作 一 比较 后 ， 
可 以 看 出 , 这 个 常数 m% 是 由 公式 / 
m= PM z (418) 


与 产生 场 的 点 质量 的 质量 N 相 联 系 的 .由 于 m% 具 有 长 度 的 
量 纲 , 我 们 称 这 个 量 为 质量 的 引力 半径 .容易 查 明 ,所 有 的 场 
方程 实际 上 是 满足 (416) 式 和 (417) 式 的 . 

按照 Weyl 的 意见 ， 用 上 变 分 原理 (403) 就 可 以 不 必 计 算 
曲率 分 量 (415)， 由 于 (177) 式 , 对 于 无 物质 的 空间 , 变 分 原理 
(403) 也 可 以 写成 形式 ; 


3 | az=0， (419) 


在 我 们 所 讨论 的 情形 中 ， 我 们 既 不 需要 引入 时 间 也 不 需要 分 
别 地 引入 坐标 以 za， 2 而 可 以 把 他 认为 只 是 了 的 一 个 函 
数 ， 进行 计算 后 ， 

B= 2lr 4=( 声 下 24 


4) 
因此 (419) 式 的 形式 为 
/ 5 | (让 -1) rd'dr=0, (420) 
因为 : 
ds = 4rzrr’dr 


变 分 h, 我 们 得 到 |. 4 =0, 4 一 常量; 变 分 4, 

a/l i z : 

苏 ( 训 -了 "-0， (站 一共" 常量 
由 于 4 的 定义 (413)， 它 又 归结 为 (416) 式 和 (417) 式 所 确定 
的 场 ， 
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从 (418) 式 可 以 得 出 , 线 元 的 平方 的 形式 为 
ds?= (dw!)?+ (dw?)?+ (ds)? 


2m ph I 27%2 8.7 32 
yy (Pde + wadz Tadeo ) 
om 4\9 


这 个 表达 式 的 第 一 部 分 属于 三 维 空间 ， 按 照 Flamnm' ”的 说 
法 , 可 以 作 如 下 的 设想 .在 任 一 通过 原点 ( 即 公 一 0) 的 平面 上 
的 几何 学 是 与 四 次 曲面 
Z= 8m(7— 2m) 
上 的 欧 几 里 德 空间 中 的 几何 学 相同 的 ， 这 个 曲面 是 由 抛物 线 
22=8m(v—2m), 22 一 0 
绕 z 轴 转 动 而 产生 .事实 上 , 在 这 个 面 上 有 
2 1\2 2\2 2m :i 2 .3NV9 
= (do)*+ (dade) + (dz)?. 
对 于 7 一 2m, 这 个 坐标 系 变 成 奇异 的 ， 
第 二 种 归 一 化 的 形式 (410b) 可 以 利用 变换 
r= (i+) ro (bl1, 2 3)， (422) 
从 (411) 式 得 到 、， 因 而 
ds?— (1+ -oe) [(doD? 二 (dz5? 十 (go 
二 一 (2] 2 7) 和 3 
一 [7 (do) . 人 
这 个 坐标 系统 可 以 引伸 至 +=”m/2. 
(yY) 水 星 近 日 点 的 进 动 和 光线 的 富 曲 ”现在 我 们 就 要 计 


325) 工 , Flamm, Phys. 2., 17 (1916) 448. 
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算 点 质量 和 光线 在 引力 场 (421) 中 的 路 线 。 在 四 维 世 界 中 , 它 
们 是 短程 线 , 由 变 分 原理 z : 
| 3 | ads=0 (81) 
决定 , 或 者 由 微分 方程 (80) 决 定 。 从 后 者 通过 一 简单 的 计算 ， 
我 们 求 得 
dzwt dao2 dm3 1 0. 
: a — Ww (423 ) 
就 点 质量 的 路 线 而 言 , 5 表示 原 时 ; 就 光线 的 路 径 而 言 , 7 是 
满足 微分 方程 (395) 的 一 个 任意 的 参数 . 首先 我 们 可 以 导出 
点 质量 和 光线 的 路 线 都 处 于 一 个 平面 内 ; 其 次 , 取 ”垂直 于 
这 个 平面 ,并 引入 极 坐 标 
太一 六 09 0， v=7 Sin 0， (424) 
可 以 看 出 , 面积 定律 
72.52 一 常量 -了 (425) 


是 成 立 的 . 另 一 方面 , 和 $83 (y) 中 一 样 , 时 间 变 分 的 涵义 ， 
可 从 (81) 式 得 出 


假使 我 们 把 这 个 方程 平方 并 消去 dos/dr, 对 点 质量 的 情形 ， 
用 关系 式 z 


dw: az 3 
grr dr °? 

对 光线 的 情形 , 用 关系 
tr dz ? 


则 对 于 第 一 种 情形 , 我 们 得 到 


58， 与 实验 的 比较 227 


和 2 2 2 
(EY +t 一 2 一 2mr( 色 ) -常量 ~2， 


dT ‘drt 7 dr 
(426a ) 
而 对 于 第 二 种 情形 有 
(PY) +r (2 ) -2mr (2) 一 常量 。 《426b) 


显然 (426a) 式 包含 了 能 量 守恒 定律 . 这 两 个 方程 只 是 它们 的 
最 后 一 项 与 牛顿 方程 不 同 。 其 次 , 假使 我 们 引入 9 作为 目 变 
量 来 代替 7, 借助 于 (425) 式 , 我 们 得 到 


B+ 2 (427a) 


dp 7 7 rr 
1l1/dr\ 1 2m wal 
六 和) 十 盖 一 常量 


这 些 方程 完 全 地 确定 了 所 求 的 路 线 ，(427a) 式 左边 的 最 后 一 
项 引起 行星 的 近日 点 沿 行 星 轨 道 运动 方向 的 一 个 位 移 ， 其 大 
小 为 


Gxm 
i (每 转 ) (428a) 


(ac 一 半 长 轴 ， C= 离心 率 )， 
由 于 (418) 式 和 开 普 勒 第 三 定律 ， 


23 | 
4 一 pM 一 mo (一 周期 )， 


TD2 
这 也 可 以 写成 


br (428b) 
还 得 讨论 针对 光线 的 方程 (427b)， 假 使 左边 的 最 后 一 
不 出 现 , 则 光线 是 离开 原点 的 距离 为 4 的 一 条 直线 . 微 扰 项 
使 光线 产生 一 四 向 质量 中 心 的 曲率 ， 它 导 致 一 个 总 的 偏转 角 
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一 -2 (429) 
式 中 的 4 现在 表示 原点 离开 路 线 的 渐 近 方向 的 距离 、 这 个 计 
算 光 线 弯曲 的 方法 是 由 Hamms29 提出 的 . 爱 因 斯 坦 35 则 根 
据 惠 更 斯 原理 算出 相同 的 结果 , 按照 853(7y) 所 述 , 这 是 必然 
i : 

这 里 所 推出 的 爱 因 斯 坦 的 引力 理论 的 两 个 结论 都 可 以 作 
实验 验证 .至 于 由 (428) 式 所 表 出 的 近日 点 进 动 的 量 值 , 则 只 
能 在 水 星 的 情形 中 才能 测量 到 , 由 于 水 星 与 太阳 的 距离 小 , 而 
它 的 轨道 偏心 率 又 很 大 , 所 以 条 件 特别 有 利 。 这 种 进 动 的 理 


论 值 为 / 
dr 一 和 .89"， eldmw 一 8.82” 每 扯 纪 328) 
自从 Leverriers29) 的 时 期 起 , 天 文学 家 们 已 经 知道 , 水 星 的 进 
动 有 一 个 余 留 项 , 它 不 可 能 由 其 他 行星 的 微 扰 所 引起 ， 根 据 
Newcombs%) 的 重新 计算 , 它 的 量 值 是 
r=41.24"+2.09", edxw=8.48"+0.43" 
因此 理论 值 在 Newcomb 计 算 值 的 精密 度 范围 之 内 . Newcomb 
数值 本 身 可 靠 到 怎样 的 程度 (或 者 说 , 被 计算 中 所 取 的 误差 扼 
饰 到 怎样 的 程度 一 一 天 文学 家 曾 这 样 提 过 ), 将 由 卫 . Kottler 
在 数学 百科 全 书 中 的 文章 VI 2, 22 中 讨论 . 那 篇 文章 中 将 要 
详尽 地 讨论 作用 于 水 星 近日 点 上 的 一 种 非 相 对 论 性 质 的 效 
应 , 例如 太阳 的 球体 形状 ， 经 验 系统 相对 于 惯性 系统 的 转动 ， 
非 行星 的 微 扰 质量 ， 例 如 黄道 光 (Seeligersso) 的 微 扰 质量， 
326) ”参阅 注 325, 
327) ”参阅 注 278, 及 注 279, § 22. 
328) 参阅 在 数学 百科 全 书 VI 2, 17 (J. Bauschinger) 887 页 中 的 数值 表 ， 
329) U.J. Leverrier, Ann. Obs. Paris, 5(1859). 


330) SS. Newcomb, Astr. pap. Washington, 6 (1898) 108. 
330a) H. v. Seeliger, §. B. bayer. Akad. Wiss., 36 (1906) 595, 
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与 Seeliger 的 解释 相 比 较 ， 爱 因 斯 坦 的 解释 至 少 有 这 样 的 优 
点 , 即 不 需要 任意 的 参量 . 因此 , 即使 数值 一 致 的 程度 是 前 还 
不 能 肯定 地 估计 出 来 爱 因 斯 坦 值 与 Newcomp 值 的 一 致 无 
论 如 何 总 是 一 大 成 功 . 

近来 ，Gerber”35 的 早期 尝试 已 经 加 以 讨论 ， 他 企图 借助 
于 引力 传播 的 有 限 速度 来 解释 水 星 近 日 点 的 前 移 ， 但 是 从 理 
论 的 观点 看 来 , 这 必须 认为 是 完全 不 能 成 功 的 ， 虽然 它 似 
乎 已 明白 地 得 出 正确 的 (和 28) 式 一 一 然而 却 根据 错误 的 推 
导 一 一 , 必须 着 重 指出 , 即使 如 此 , 也 只 有 数值 因子 是 新 的 . 

相对 论 对 于 光线 的 弯曲 比 起 对 于 水 星 的 近日 点 进 动 来 ， 
已 经 获得 了 更 明确 的 认证 . 因为 , 按照 (429) 式 ,光线 通过 太 


阳 的 边缘 时 , 会 偏转 
£=1.7B" 


这 可 以 通过 在 太阳 全 食 时 对 太阳 附近 的 恒星 的 观察 加 以 验 
证 被 派 往 Brazil 和 Principe 岛 的 两 个 考察 队 在 1919 年 5 
月 29 日 太阳 全 食 的 期 间 发 现 , 这 个 曾 为 爱 因 斯 坦 所 预言 的 效 
应 确实 是 存在 的 5， 从 定量 上 来 看 也 符合 得 很 好 ， 上 述 第 
一 个 考察 队 得 出 ， 星 体 的 平均 偏转 角 当 外 推 至 太阳 表面 时 为 
1.98" 土 0,12” 第 二 个 考察 队 得 出 的 是 1.61" 土 0.30" 参阅 
数学 百科 全 书 中 及 ottler 的 文章 ，VI 2, 22, 关于 得 到 这 些 数 
值 结果 所 用 的 外 推 法 . 


331) P. Gerber, 2. Math. Phys., 43 (1898)93, Jber. Reat-Progymnasium 
Stargara (1902), 在 Ann. Phys., Lpg., 52 (1917) 415 中 重印 ; 讨论 : 
H. v. Seeliger, Ann. Phys., Lps., 53 (1917) 81; 54 (1917) 38; SS， 
Oppenheim ， 同 前 ，53 (1917) 163; M. v. Laue, 同 前 ，53 (1917)214; 
Naturwissenschaften, 8(1920) 735, 也 可 参阅 J. Zenneck, 数学 百科 全 
省 Y2,824, 及 有 Oppsnheim, 同 前 ，VI 2, 22, § 31(b)， 

332) 下 . W. Dyson, A. S. Iddington 及 0, Davidson,“ 根 据 1919 年 5 月 29 
日 观察 全 食 的 结果 确定 , 太阳 引力 场 对 光线 的 窒 曲 ?，Phil，Trans. A， 
220 (1920) 291, 
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爱 因 斯 坦 (参阅 $ 50) 最 初 根据 牛顿 理论 , 对 于 一 个 以 光 
速 运 动 的 粒子 所 算得 的 数值 已 证 明 与 观测 值 不 符 1. 


59. 对 于 静止 情况 的 其 他 特殊 的 严格 解 


一 个 把 质量 的 场 (421) 式 当 7=2m 及 r=m/2 时 都 将 恋 
成 奇异 场 , 因而 考察 一 下 G- 场 如 何 延 续 至 质量 的 内 部 具有 理 
论 上 的 价值 . 对 此 ,必须 对 产生 场 的 质量 的 物理 性 质 作 某 些 
假定 ， 和 人 开源 Ti 全 一 个 未 定量 . 全 的 候 定 是 反 
傅 形 进行 了 场 方 和 的 积分 Weyiems 又 对 这 一 计算 作 了 简 
化 ， 按 照 (362) 式 , 能 量 张 量 由 下 式 给 定 . 


人 i= (m 十 马 ) 2 十 人 Ia 


由 于 po 一 常量 ， 故 也 = /po。 弹 性 理论 的 边界 条 件 要求 所 有 
的 gu 是 连续 的 , 并 且 要 求 对 球面 的 压强 2 为 零 。 当 这 点 被 考 
虑 以 后 , 场 就 被 唯一 地 决定 . 对 于 外 部 区 域 (那里 >ro，yo= 
球 的 半径 )， 我 们 得 到 的 汤 和 一 个 点 质量 的 场 相同 ， 故 引 力 半 
径 m 为 


3 
mm 一 Mr (430) 


但 是 对 于 球 的 内 部 , 我 们 得 到 下 面 的 关系 , 假使 我 们 把 线 元 的 
平方 写成 归 一 化 的 形式 (410a)， 而 取 % 的 意义 与 (和 13) 式 的 
意义 相同 ， 


+ 见 补 注 16. 
333) 下, Schwarzschild, S, B, prewuss. , Akad. Wiss. (1916) 424. 
334) ” 于 . Weyl, Rawm-Zeit-Materie (1918 年 第 一 版 )，208 页 ; 《1920 年 第 


三 版 ), 225 页 。 
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—— _ 8h—ho 
J 


1 - om 3 
ph’ re ~V 


p 一 Hoo 部 二 《ho 一 球面 上 的 思 值 ). 


(431) 
因此 在 球 的 内 部 , 线 元 的 平方 变 成 
ds = (dv!)?+ (dv)*+ (dw)? 
(wdw! 十 Zoo 十 dz ) 3h— ho 4\2 
一 a 7 一 2hho 2 (dw) ， 
(432) 


Ga 一 To Be (433) 


为 了 使 线 元 在 球 的 外 面 必 须 保 持 正则 ，7o 必须 2 当 与 
(122) 式 作 一 比较 后 , 即 可 指出 ， 在 液体 球 内 的 三 维 空间 几何 
学 具有 一 正 的 恒定 的 曲率 ( 球 的 或 椭 球 的 ); & 具有 曲率 半径 
的 意义 、Bauer “已 经 对 可 压缩 的 液体 球 的 G- 场 作 了 计算 ， 
另 一 个 可 得 出 严格 解 的 问题 是 一 个 带电 球 的 场 . 就 探究 
电子 的 性 质 而 言 ， 也 值得 考察 一 下 一 个 带电 球 的 静电 场 受 到 
它 的 引力 场 的 影响 有 多 大 ， 反 转 来 说 ， 带 电 球 的 静电 能 可 以 
产生 多 大 的 引力 场 . Reissner  … 首先 解 出 这 个 问题 ， 后 来 
Weyl5e 也 从 作用 原理 出 发 解 出 了 这 问题 . 可 以 看 出 ， 假 使 
我 们 用 通常 的 厘米 * 殉 : 秘 制 单位 而 不 用 交 维 赛 单 位 ， 则 静电 
势 p 正 是 等 于 库仑 势 


式 中 


334a) H. Bauer, §. B. Akad. Wiss. Wien, Abt. TIa. 127 (1918) 2141. 

335) H. Reissner, Ann. Phys., Lpe., 50 (1916 )106. 

336) ”参阅 注 324，Am. Phys.，Lpz., 同 前 ; 及 Rawum-Zeit-Materie (1918 
年 第 一 版 ) 207 页 ; (1920 年 第 三 版 ) 228 页 。 
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9 一 一 (434) 


7 
但 是 以 归 一 化 形式 (410a) 表示 的 G- 场 不 再 是 由 (416) 式 ， 
(417) 式 所 决定 , 而 是 由 
4=1, 一 ga 一 -二 一 二 一 


II e2 
一 -一 3 
7 x 了 (435 ) 


所 决定 ， 最 后 一 项 是 由 静电 能 所 产生 的 引力 场 、 只 在 距离 的 
数量 级 为 5 一 xez/m 一 ez/Mea 时 , 这 项 才 可 与 牛顿 项 2m/r 相 
比拟 ， 对 于 电子 , a~10-#3 厘米 , a 在 早期 的 理论 中 称 为 “ 电 
子 半径 ”. 但 是 , 一 个 电子 作用 于 另 一 个 电子 或 作用 于 它 本 身 
的 一 个 电荷 元 的 引力 比 之 静电 岸 仑 斥 力 总 是 很 小 的 一 一 它们 
的 比 为 


~10-40， 


pM? 

6? 
因此 在 任何 情况 下 电子 决 不 可 能 由 引力 场 (489) 去 平衡 它 本 
身 的 斥 力 而 保持 平衡 . 

Levi-Civitass 7 还 研究 了 由 一 均 义 电场 或 做 场所 产生 的 
引力 场 ， 假 使 w 的 方向 取 为 磁场 的 方向 ， 而 磁场 的 强度 为 
五 , 则 线 元 的 平方 的 形式 为 

ds?= (doi)2 十 (dz2)3 二 (dos)2 十 (wav + wv dw) 


qa?—7? 
(3) 
一 [a exp (< 一 ) 十 CoeXp ( 一 


式 中 一 VCD 下 (5J5， oo 0s 是 常量 ,ga 一 o/ WP 空间 
是 绕 场 的 方向 成 圆柱 对 称 的 ， 而 在 与 场 的 方向 相 垂直 的 任 一 
平面 上 ， 它 的 几何 和 欧 儿 里 德 空间 中 的 半径 为 的 球面 上 的 


337) 了. Levi-Oivita，“Real 雇 fisica di aleuni spazi normali del Bianchi”， 
R. C. Accad. Lincei (5), 26 (1917), 519 页 ， 


) | (dt)?, (486) 
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儿 何 是 一 样 的 ， 对 于 一 般 强 度 的 场 ,曲率 半径 ec 是 非常 大 的 ， 
例如 对 于 五 =25,000 高 斯 ,ga=1.5x10z 公 里 ， 

Weyl 9 以 及 Levi-Civitas 在 一 系列 的 论文 中 还 对 任 
意 圆柱 对 称 的 带电 的 和 未 带电 的 质量 分 布 导出 了 一 般 解 . 所 
以 G- 场 本 身 是 圆柱 对 称 的 而 且 是 静止 的 . 相应 于 微分 方程 的 
非 线性 特性 , 在 诸 质 量 之 间 ，9%ss 是 不 可 迭 加 的 . 


60， 爱 因 斯 坦 的 普遍 的 近似 解 及 其 应 用 


到 目前 为 止 ， 只 可 能 对 于 静止 的 情形 导出 引力 场 方程 的 
严格 的 解 ， 爱 因 斯 坦 *" 已 经 指出 一 个 方法 ， 只 要 质量 相当 
小 ， 用 这 个 方法 可 以 近似 地 决定 以 任意 速度 运动 着 的 质量 的 
G- 场 . 因而 这 个 方法 显得 非常 重要 . 在 此 情形 中 ,gw 与 它们 
的 正常 值 相差 极 微 , 这 些 偏差 的 平方 可 以 被 忽略 ; 而 且 ,引力 
场 的 微分 方程 (401) 只 有 线性 部 分 需要 保留 下 来 , 因此 它们 很 
容易 积分 

让 我 们 再 引入 虚 时 间 坐 标 4 一 ict, 可 以 令 


gm= + Yip. (437) 
由 于 gcg“ 一 9 因此 除了 高 阶 项 以 外 可 得 
9% 6 — yin, (437a) 


这 里 可 以 注意 到 ， 量 yw 只 对 洛 伦 兹 变换 才 具 有 张 量 的 性 质 . 
对 应 于 收缩 的 曲率 张 量 的 表达 式 (94), 场 方程 组 (401) 到 所 要 
求 的 近似 为 止 , 具有 形式 


338) 参阅 注 324, Ann. Phys., Los., 同 前 ; 补充 论文 , 同 前 , 59(1919)185. 

339) T. Levi-Oivita, ‘Qs? einsteiniani in campi newtoniani T-IX”,R.O. 
Accad. Linces (5), 26 (1917); 27 (1918); 28 (1919) ， 和 静止 情况 下 的 
0- 场 的 微分 方程 的 普遍 形式 见 Levi-Oivita 的 “Statica Einsteian”( 参 ~ 
阅 往 307) 一 文 。 

340) A. Einsteinp，S. B. preuss. Akad. Wiss. (1916) 638. 


234 第 IV 编 广义 相对 论 


Oy Yik Diu 0 2 
Bir + | (B07 BHO0r OO 


Oy av] 
-Cr (Oz )? 一 六 es ) 中 | 一 —2xTiw, (488) 
式 中 用 了 缩写 


y= 如 Yaa. (439) 
为 了 简单 起 见 , 让 我 们 下 一 步 引 入 量 
Yh 一 yw 一 五 6%， (440) 
其 中 关于 未 带 撤 量 的 相应 的 两 个 逆 方 程 是 
yw 一 一 地 88y' (440a) 
?一 之 yaa 一 一人， (439a) 
因而 我 们 可 从 (438) 式 得 到 
(438a) 


车 以 适当 的 方式 归 一 化 坐标 系统 ， 这 些 方 程 还 可 以 大 大 地 简 
”化 ， 至 于 坐标 系统 本 身 只 在 阶 为 yw 的 这 些 量 之 内 由 这 样 的 
条 件 所 决定 ， 即 gx 应 当 只 与 它们 的 正常 值 各 有 不 同 . 因此 ， 
我 们 可 以 按 这 样 方式 选择 坐标 ， 使 得 下 列 方程 在 轨 一 化 的 从 
标 系 统 中 可 以 适用 : 


f 
> Ye -0. (441) 


Hilbert>4D 已 经 在 数学 上 作出 证 明 ， 即 对 于 在 原来 系统 中 任 
意 指定 的 yh 值 ， 总 可 以 找到 一 个 坐标 系统 , 使 得 新 坐标 之 值 


341) 参阅 注 99. 


~ 
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与 旧 坐 标 只 相差 阶 为 yw 的 量 ， 而 且 使 得 条 件 〈441) 被 满足 . 
正好 有 四 个 函数 可 用 来 满足 (441) 式 的 四 个 方程 . 
显然 , 微分 方程 (4382) 将 简单 地 化 为 
DyYx= —2xTm, (442) 
式 中 , 和 在 狭义 相对 论 中 一 样 ,我们 已 经 把 学 0%yw/(92”) 写 
成 口 Yx， 借 助 于 推迟 势 


Tin[z, y， 2， t— (r/c)] 
yw 一 吉 -| : dzdydz, (448) 


积分 可 以 按 热 知 的 方式 进行 .由 于 能 量 守恒 定律 (341a)， 方 
程 (441) 仍 被 满足 至 所 要 求 的 精密 度 . 

从 (443) 可 以 看 出 ， 引力 效应 是 以 光速 传播 的 ， 正 同 电磁 
扰动 一 样 ， 假 使 我 们 令 Tw=0, 真空 中 引力 波 的 形状 可 从 
(441) 式 , (442) 式 得 出 ， 例 如 , 对 于 沿江 轴 传 播 的 平面 波 


yi 一 ip EXD [of -全 ) | (444) 
可 从 (444) 式 得 出 
Qn4 = — dQy1y (445) 
因此 (442) 式 同样 被 满足 . 爱 因 斯 坦 ” 还 指出 ， 对 于 一 适当 
选择 的 坐标 , 还 有 


Cai 一 Xia 一 CQ13 一 0， (322 一 ~ Wa3, (446) 
(参见 下 节 中 关于 引力 波 的 发 射 和 吸收 , )1 
”对 于 一 个 静 点 质量 的 场 , (443) 成 为 


Y= 一 于， 所 有 其 他 的 Ys 一 0， 
因此 


342) A. Winstein, “Uber die Gravitationswellen”, S, B. preuss, Akad. 
Wiss. (1918) 154. 
+ 见 补 注 17， 
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44 六 ， ?11 一 ?23 一 让 33 r 。 


这 些 正 是 场 (421b) 的 一 阶 量 . 此 外 , 对 于 % 个 运动 粒子 的 声 
也 可 以 毫 无 困难 地 进行 计算 “. 主要 的 结果 是 它们 的 运动 与 
牛顿 力学 的 定律 的 偏差 只 是 w/e 的 二 阶 量 ， 这 与 实验 的 要 求 
相符 

与 牛顿 力学 的 偏差 在 下 述 情形 中 也 可 以 产生 . 引力 的 相 


对 论 理论 与 牛顿 理论 的 一 致 在 于 一 个 静止 球 的 引力 场 与 一 个 


“点 质量 的 场 相同 ， 然 而 这 对 于 一 个 转动 球 是 不 正确 的 . 
Thirring 和 Lensex 把 爱 因 斯 坦 的 公式 应 用 在 这 个 情形 中 ， 
并 计算 了 由 中 心 物 体 的 自 旋 所 引起 的 行星 轨道 和 月 球 轨道 的 
微 扰 ， 所 有 这 些微 扰 都 很 小 ， 无 法 观察 ，de Sitter*5 在 行星 
轨道 和 月 球 轨道 的 微 扰 方 面 , 根据 爱 因 斯 坦 理论 的 预计 , 对 它 
们 与 经 典 力 学 的 偏差 作 了 一 般 的 讨论 ， 除 了 水 星 近 日 点 的 前 
移 , 不 存在 任何 可 在 实验 中 观察 到 的 偏差 ， 

爱 因 斯 坦 的 近似 解 (443) 的 最 重要 应 用 在 于 Thirringste 


对 离心 力 的 相对 性 的 研究 .在 广义 相对 论 中 , 过程 也 可 以 归 


证 


壤 于 一 个 相对 于 一 伽利略 参考 系 转动 的 系统 ， 因 而 人 们 可 以 
把 离心 力也 认为 是 由 于 恒星 质量 之 间 的 相对 转动 所 引起 的 一 
个 引力 效应 。 可 以 想象 , 在 广义 相对 论 中 存在 这 个 观点 的 可 
能 性 已 被 场 方程 组 的 普遍 协 变 性 所 保证 . 这 将 在 8$ 62 中 详尽 


343) ”这 是 J. Droste 提出 的 , prYoc. 4dcad., Sci. Amst., 19 (1916) 447， 他 所 
用 的 积分 法 与 爱 因 斯 坦 的 稍微 不 同 . 

344) HH. Thirring 及 J. Lense, Phys. 2Z., 19 (1918) 156. 

345) W. de Sitter, lfon. Not. RB. Asir. Soc., 76 (1916) 699 及 77 (1916) 
155. 也 可 参阅 de Sitter 的 论文 “按照 爱 因 斯 坦 理论 的 行星 运动 及 月 球 
的 运动 ”Proc. Acad, Soei. Amst., 19 (1916) 367. 

346) ”HH. Thirring，Phys，2.，19 (1918) 388. 也 可 参阅 补充 的 论文 , Phys. 
Z., 22 (1921) 29, 
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地 讨论 ， 结 果 并 非 如 此 ， 因 为 在 无 穷 远 处 的 边界 条 件 在 此 情 
形 中 起 着 主要 的 作用 . 所 以 Thirring 自己 并 不 想 证 明 所 有 
恒星 的 相对 转动 与 一 参考 系 相 对 于 一 伽利略 系统 的 转动 是 完 
全 等 效 的 。 另 一 方面 他 把 这 问题 作 这 样 的 修改 ; 使 国定 边界 
条 件 的 困难 消除 抒 . 

除了 很 远 的 静止 的 (或 者 以 很 小 的 速度 作 直线 匀速 运动 
的 ) 醒 星 以 外 ,让 我 们 考虑 一 个 在 生 顿 的 引力 理论 的 惯性 系 中 
所 出 现 的 转动 的 球 壳 . 根据 相对 论 的 观点 看 来 ， 当 球 壳 的 质 
量 与 恒星 的 质量 可 以 比拟 时 ， 在 球 党 中 显然 会 出 现 离 心力 和 
科 里 奥 力 .根据 连续 性 原理 , 当 球 壳 的 质量 很 小 时 , 这 些 力 虽 
然 很 小 , 我 们 也 必须 假定 这 些 力 仍 然 存 在 .但 是 在 这 后 一 情 
况 中 , 我 们 直接 应 用 公式 (448) 是 合理 的 , 因为 gw 显然 与 它们 
的 正常 值 相差 极 微 . 这 种 计算 已 表明 ,在 球 壳 中 的 一 个 点 质 
量 的 确 经 受 着 与 经 典 力学 中 的 科 里 奥 加 速度 和 离心 加 速度 完 
全 相似 的 加 速度 。 假使 w 是 角速度 矢量 , 了 是 从 转动 轴 至 质 
点 的 垂直 距离 ,Vv 是 它 的 速度 ， 则 这 些 加 速度 目 然 不 是 和 经 
典 力学 中 对 于 一 个 参考 系 以 角速度 w 相对 于 惯性 系 转 动 的 
情形 那样 会 正好 等 于 

20w NV + wr; 

而 是 这 两 项 必须 乘 以 数量 级 为 球 壳 的 引力 半径 他 = 一 AM]e 与 
它 的 半径 4 之 比 的 系数 . 由 于 这 个 比 对 于 在 实践 中 可 获得 的 
所 有 质量 是 十 分 微小 的 ， 所 以 要 在 实验 上 去 验证 这 个 有 决定 
性 的 重要 结果 是 没有 希望 的 ， 因 而 我 们 对 于 牛顿 的 原始 的 转 
桶 实验 , 以 及 B. 和 工 , Friedlinder*? 所 改进 的 、 企图 证 明 在 
一 个 重 的 转动 着 的 飞轮 内 部 出 现 离心 力 的 实验 都 得 到 负 结 条 
”的 原因 就 能 够 理解 了 ! 


347) B. 及 T, Friedlinder, Absolute und relative Bewegung (Berlin 1896) ， 
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61. 引力 场 的 能 量 


我 们 已 经 在 $54 中 看 到 ， 当 存在 引力 场 时 ， 物 质 能 量 张 
量 的 微分 方程 不 是 象 狭义 相对 论 中 那样 的 


0X,* 
Bir 0 (341) 
而 是 具有 形式 
OT 1 vr Ogrs 
0 (341a) 


因此 我 们 不 能 从 它们 导出 一 个 封闭 系统 的 守恒 定律 
| 4dwidw?dws 二 常量 . 


但 是 在 $ 57 中 我 们 曾 证 明 , 借助 于 引力 场 方程 (401), 能量- 动 
量 定律 (34ta) 导 致 一 组 方程 ， 


0 (406) 


式 中 丸 " 是 由 (40B) 式 ，(183) 式 及 (48B) 式 所 规定 的 量 。 从 这 


些 方程 , 我 们 可 以 再 一 次 求 得 一 个 封闭 系统 的 守恒 定律 


J ,= | (C4)dwidv?dw3 二 常量 (447) 


由 于 这 个 理由 ， 爱 因 斯 坦 称 如 为 引力 场 的 能 量 分 量 ， 而 称 汪 1 
为 封闭 系统 的 总 动量 和 总 能 量 (参阅 857). 

但 是 经 比较 严格 的 考察 之 后 , 更 显 出 了 重大 的 困难 , 乍 一 
看 来, 它 是 反对 这 一 观点 的 .在 最 后 的 分 析 中 , 才 知 道 这 些 困 
难 是 由 于 tn 未 形成 一 张 量 所 致 ， 这 些 量 并 不 依赖 于 gw 的 高 
于 一 阶 的 导数 , 因此 我 们 可 以 立刻 断定 : 对 于 一 个 适当 选择 的 
坐标 系 (短程 的 参考 系 )， 可 以 使 它们 在 一 任意 指定 的 世界 点 
上 等 于 零 
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”但 是 我 们 还 可 以 讨论 得 深入 一 些 ， 薛 定 雇 249 发现, 所 有 
的 能 量 分 量 对 于 一 点 质量 的 场 (421a) 都 一 律 等 于 零 ， 此 场 还 
同时 代表 一 个 液体 球 外 面 的 场 . 这 一 结果 还 可 以 推广 到 带电 
球 的 场 (435) 式 的 情形 。 男 一 方面 ， Bauer*” 曾 证 明 , 若 简单 
地 在 狭义 相对 论 的 欧 几 里 德 线 元 中 引入 极 坐 标 ， 可 发 现 能 量 
分 量具 有 不 为 零 的 值 , 实际 上 ， 总 能 量 却 变 成 无 穷 大 ! 还 有 ， 
tx 肯定 是 不 对 称 的 , 而 且 能 量 密度 一 站 不 是 处 处 为 正 的 .在 
引力 场 的 早期 理论 中 ， 引 力 场 能 量 密 度 的 符号 早已 成 为 经 常 
导致 困难 ”5 的 起 因 了 . 

不 管 这 些 困 难 , 由 于 物理 学 上 的 理由 , 难以 放弃 应 当 存 在 
一 相似 于 牛顿 理论 中 的 能 量 积 分 和 动量 积分 这 一 要 求治 伦 
效 和 Levi-Civitas ” 曾 建 议 不 用 经 而 用 (xx)Gux 表 示 引 
力 场 的 能 量 分 量 . 因为 从 (401) 式 ， 
T+ 二 Gi =0, 


因此 


但 是 爱 因 斯 坦 **” 十 分 合理 地 提出 了 反对 意见 , 他 认为 用 了 这 
样 的 引力 能 量 的 定义 以 后 ， 一 个 封闭 系统 的 总 能 量 就 必须 为 
零 ， 而 且 认 为 要 维持 这 个 能 量 值 并 不 要 求 以 某 种 形式 或 其 他 
形式 连续 地 存在 这 个 系统 . 因此 , 不 可 能 从 守恒 定律 推 得 通常 
的 结论 。 爱 因 斯 坦 * 在 一 篇 答辩 苹 定 计 的 论文 中 ,进一步 证 
348) EE. Sehridinger, Phys. 2Z., 19 (1918) 4. 
349) H. Bauer, Phys. 2., 19 (1918) 163. 
349a) 参阅 ,例如 往 272，Abraham, 570 页 。 
350) 参阅 注 100, 
351) 了. Levi-Civita, RE. CO, Accad. Lincei (5) 26 (1917) 第 一 部 分 ,381 页 。 
352) 参阅 注 342. 
353) A. Binstein, Phys. 2.，19 (1918) 115， 
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明 , 对 于 几 个 质量 之 间 的 相互 作用 ,tm 肯定 地 不 能 处 处 为 零 . 

爱 因 斯 坦 在 他 的 论文 <* 广 义 相对 论 中 的 能 量 定律 ?9e 中 
终于 作 了 最 后 的 澄清 在 这 篇 论文 中 ， 他 证 明 一 个 封闭 系统 
的 总 能 量 和 总 动量 的 表达 式 (447), 在 很 大 程度 上 是 与 坐标 
系 无 关 ， 虽 然 能 量 的 定 域 化 对 于 不 同 的 坐标 系 一 般 是 完全 不 
同 的 。 这 个 证 明 后 来 为 Kleinss9 所 继续 完成 (参阅 821)、 按 
照 这 个 证 明 ， 人 们 不 能 对 妨 本 身 的 值 给 以 任何 的 物理 意义 ， 
即 在 引力 场 中 要 以 一 普遍 协 变 而 又 在 物理 上 满足 的 方式 来 实 
现 能 量 的 定 域 化 是 不 可 能 的 . 但 是 积分 表达 式 (447) 具有 
一 确定 的 物理 意义 . 方程 (406) 的 物理 意义 只 依靠 这 一 事实 ， 
即 它 使 我 们 可 用 简单 的 方式 去 计算 一 个 封闭 系统 的 物质 能 量 
的 改变 . 

要 证 明 (447) 式 所 定 的 量 yx 对 于 某 些 坐标 变换 的 不 变性 
是 很 简单 的 ， 这 将 在 下 面 讨论 ， 设 已 知 一 有 限 的 对 闭 系 统 . 
在 它 的 某 一 区 域 好 的 外 部 ， 线 元 是 具有 狭义 相对 论 中 的 形式 
( 俱 利 略 坐标 系 ). 让 我 们 首先 只 考虑 在 习 的 外 部 与 一 伽 利 
略 坐标 系统 相 重合 的 坐标 系统 玉 ， 因 此 象 极 坐标 就 不 包括 
在 内 .所 以 (447) 式 中 的 被 积 函数 将 在 世界 管 娃 的 外 部 为 零 ， 
而 $ 21 中 所 有 的 假定 就 被 满足 .根据 8 21 所 述 , 我 们 知道 : 
首先 ， 只 要 坐标 仅 以 一 连续 的 方式 过 渡 到 在 好 外 部 的 伽利略 
坐标 系 ， 则 能 量 积 分 和 动量 积分 之 值 是 与 如 内 部 的 坐标 选择 
无 关 . 其 次 , 量 .在 线性 坐标 变换 之 下 -一 一 因此 也 意味 着 在 
B 外 部 的 坐标 值 的 改变 一 一 的 性 质 如 一 个 矢量 的 协 变 分 量 ， 
(参见 下 一 节 关 于 空间 为 有 限 的 世界 的 一 个 相 类 似 的 不 变性 

定理 . ) 


354) A. Finstein, S，B, preuss. Akud. Viss. (1918) 448; 也 可 见 注 94， 
I", Klein, 


NA 


61， 引力 场 的 能 量 241 


我 们 还 必须 去 讨论 这 样 的 问题 , 即 量 4* 是 否 唯一 地 由 方 
程 组 (406) 所 决定 ,也 即 除了 由 (405) 式 ，(183) 式 ， 和 (185) 式 
所 定 出 的 t* 外 ， 我 们 是 否 可 以 找到 量 w*， 它 作为 场 方 程 组 
(401) 的 结果 ， 可 以 恒 等 地 满足 (406) 式 的 一 组 方程 ， 洛 伦 
兹 350) 首先 证 明 , 也 为 Klein”5 所 强调 ,只 要 wr* 也 可 以 包含 
gi 的 二 阶 导 数 , 确实 是 这 种 情形 没有 任何 物理 论据 可 以 用 
来 反对 这 一 可 能 性 .自然 , 总 能 量 将 得 出 不 同 的 值 , 饥 它 们 是 
根据 爱 因 斯 坦 的 太 ,还 是 根据 洛 伦 兹 的 ws 而 定 . 

爱 因 斯 坦 *9 把 方程 (406) 作为 对 引力 波 的 发 射 和 吸收 的 
情形 的 一 个 重要 的 应 用 ， 引 力 波 的 场 已 在 8 60 中 讨论 过 了 . 
假使 在 一 个 物质 系统 中 发 生 振 动 或 者 其 他 的 运动 ， 从 理论 可 
知 , 这 个 系统 将 辐射 出 波 来 : 这 种 辐射 是 由 它 的 惯量 矩 

Du=| ovigrdwvidzrdes (ié, k=1,2,3) (448) 


的 三 阶 时 间 导 数 所 决定 。 辐射 出 来 的 波 沿 zw 一 轴 的 能 流 由 下 
式 决定 ， 让 二 日 
S, = k 【 Pe Pe ) 十 ( 芒 | (449) 


8mrc5yr” 
(8 一 通常 的 引力 常量 ) 
而 在 单位 时 间 中 人 总 能 量 为 


| (450) 


由 于 (449) 式 , 后 者 总 是 正 的 。 辐 射出 来 的 能 量 是 这 样 小 ， 以 
致 不 会 引起 任何 天 文学 效应 ， 这 种 效应 在 一 适当 的 时 间 间 隔 
内 本 来 是 显著 的 。 然而, 它 的 原理 在 原子 物理 学 中 是 重要 的 . 


355) ”参阅 注 104. 
356) ”参阅 注 342， 
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爱 因 斯 坦 的 意见 是 ， 量 子 论 也 必须 会 引起 引力 理论 的 某 种 修 
上. , 
被 吸收 的 能 量 可 以 用 相似 的 方式 进行 计算 . 设 有 一 沿 
vz 方向 的 具有 形式 (444), (445) 和 (446) 的 引力 波 投射 于 
一 物质 系统 上 , 物质 系统 的 线 度 比 入 射 波 的 波长 小 。 故 单位 
时 间 内 所 吸收 的 能 量 由 下 式 决定 ， 
Db + 去 1 Yee Ys) 1 3 (Da— bs) |, 


(451) 
式 中 量 Y23，7Y22，Y33 指 波 场 1. 


62. 场 方程 组 的 修正 .， 惯性 的 相对 性 和 空间 有 界 的 宇宙 ?1 


(a) 马赫 原理 ”在 $58 中 , 我 们 曾经 简单 地 讨论 过 水 星 
的 近日 点 进 动 ， 而 近日 点 的 进 动 应 该 相对 于 坐标 系 Ko 来 测 
定 ， 那 里 尚未 说 明 如 何 从 物理 上 去 确定 这 个 坐标 系 . 这 样 的 

一 个 坐标 系 与 所 有 其 他 相对 于 此 坐标 系 作 匀 角 速 转动 的 坐标 
系 卡 是 以 全 场 的 球 对称 性 尤其 是 gw 在 空间 无 穷 远 处 的 性 质 
. 来 区 别 的 ; 因为 在 那里 gw 是 取 正 常 值 的 . 某 些 举 标 系 Ko 可 
以 空间 无 穷 远 的 边界 条 件 从 其 他 的 坐标 系 划 分 出 来 ， 这 些 边 
界 条 件 必 须 附 加 于 G- 场 的 微分 方程 ,以便 从 质量 的 位 置 和 速 
度 把 gw 完全 决定 出 来 ,或 者 更 一 般 地 说 ， 从 物质 的 能 量 张 量 
Ty 把 它 完全 决定 出 来 。 在 与 离心 力 的 相对 性 的 问题 相 联 系 
时 ($60)， 这 个 困难 变 得 特别 显著 。 虽然 这 样 借助 于 边界 条 

1 见 补 注 17。 

357) ”这 节 中 所 介绍 的 观念 是 爱 因 斯 坦 在 他 的 论文 “Kosmologische 

Betrachtungen zur allgemeinen Relativit8&tstheorie’” 中 提出 来 的 ， 
[S，B.， prewuss，Anad. Wiss.，(1917) 142] (也 刊 入 于 论文 集 “Das 


Relativitiitsprinzip” 中 )。 
# 见 补 注 19， 
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件 划 出 某 些 坐标 系 的 方法 在 逻辑 上 与 普遍 协 变性 的 假定 相 容 
的 ,但 无 论 如 何 它 是 与 相对 论 的 精神 矛盾 的 , 因而 必须 认为 是 
认识 论 上 的 一 个 严重 缺陷 . 爱 因 斯 坦 “ 借助 于 有 两 个 液体 质 
量 绕 着 它们 的 公共 轴 作 相对 转动 的 “理想 实验 ”使 这 个 缺陷 更 
为 明朗 化 . 这 个 缺陷 不 仅 是 经 典 力学 和 狭义 相对 论 的 一 个 特 
征 , 而 且 还 是 我 们 在 上 面 所 推导 的 ， 基 于 方程 (401) 的 引力 理 
论 的 一 个 特征 .只 当 边 界 条 件 可 以 按 普 遍 协 变 的 方式 来 规定 
的 时 候 , 它 才 会 消失 . 

所 以 我 们 提出 假设 如 下 ; G- 场 只 有 通过 能 量 张 量 (Te) 之 


和 夫 


证 和 和 和 


楚 地 认识 到 生 顿 力学 中 的 这 个 缺陷 ， 并 且 以 相对 于 宇宙 中 所 
有 其 他 质量 的 加 速度 来 代替 绝对 加 速度 ， 所 以 爱 因 斯 坦 ”' 称 
这 个 假设 为 “马赫 原理 .具体 地 说 ,必须 假定 ， 物 质 的 惯性 
只 有 通过 周围 的 质量 才能 加 以 决定 。 所 以 当 所 有 其 他 的 质量 
被 移 去 后 , 它 必须 为 零 , 因为 从 相对 论 的 观点 看 来 , 讨论 绝对 
加 速度 的 阻力 是 没有 意义 的 (惯性 的 相对 性 )1. 
(8) 关于 恒星 系统 的 统计 平衡 的 评论 . 入 项 除了 在 空 
闻 无 穷 远 处 的 边界 条 件 上 的 困难 以 外 ， 如 果 要 把 先前 所 用 的 . 
场 方程 应 用 于 整个 恒星 系统 , 人 们 会 磁 到 另 一 个 更 大 的 困难 . 
这 个 困难 一 经 克服 , 则 在 (a) 中 建立 的 假设 也 可 被 满足 . 
OG. Neumann”1 和 Seejliger22 早 经 指出 ， 只 当 宇 宙 的 质 
量 密度 在 * 一 ce 的 情况 下 比 卫 和 更 快 地 收敛 至 零 时 , 牛顿 的 
358) 参阅 注 279. 
359) “ 卫 ， Mach， Mechanmix， 第 二 章 ，No. 6; “Die Geschichte und die 
Wurzel des Satzes von der Erhaltung der Arbeit” 附录 1。 
360) A. Finstein, Ann. Phys., Lpz., 53 (1918) 241. 
+ 见 补 注 17， 
361) ©O. Neumann, Abh. sichs, Ges. Wiss., 26 (1874) 97. 
362) H. vY. Kesliger, Astr. Nachr., 137 (1895) 129. 
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引力 定律 才能 严格 地 成 立 . 否则 ,宇宙 的 所 有 质量 作用 于 一 
个 芯 质 粒子 上 的 力 就 成 为 未 定量 . 在 其 后 的 一 篇 论文 中 ， 
Seeliger “进一步 讨论 了 质量 密度 应 当 在 任意 的 距离 之 下 不 
为 零 的 可 能 性 , 只 是 牛顿 势必 须 代 之 以 势 


7 2 


它 随 距离 而 更 快 地 减 小 ， 这 个 势 已 经 被 0. Neumann”? 用 数 
学 方法 在 另 一 书 中 研究 过 . 这 相当 于 把 泊 松 方程 
AD = 47k wo (A) 
代 之 以 
AD— MD = 4nk uo. (B) 
这 样 一 来 , 牛顿 理论 中 所 出 现 的 困难 就 消失 了 . 
按照 爱 因 斯 坦 的 说 法 ， 如 条 认为 整个 恒星 系统 必须 处 于 
统计 平衡 状态 , 则 对 于 第 一 种 可 能 性 (牛顿 定律 的 严格 有 效 以 
及 质量 密度 在 无 穷 远 处 的 相当 快 的 减 小 ) 可 以 提出 某 些 很 重 
要 的 相反 的 论据 .假使 这 个 势 在 大 距离 处 是 有 限 的 (因此 质 
量 密度 充分 强烈 地 减少 ) 就 会 发 生 全 部 星球 离开 这 个 系统 的 
情况 。 因 此 这 个 系统 内 的 星球 密度 日 益 稀 少 而 趋 于 “ 灭 绝 ” 
按照 统计 力学 的 定律 ， 只 要 星体 系统 的 总 能 量 大 于 把 单个 星 
体 移 至 无 穷 远 处 所 需 的 功 ， 这 种 过 程 就 会 继续 下 去 . 另 一 种 
可 能 性 (已 经 为 Neumann 和 Seeliger 的 考察 所 排斥 ) 是 在 很 
大 的 距离 处 有 一 无 穷 高 的 势 的 情形 〈 即 质量 密度 可 到 达 无 穷 
大 或 者 不 是 足够 快 地 减少 的 ); 按照 爱 因 斯 坦 的 说 法 , 这 个 可 
能 性 是 不 能 容许 的 ， 因 为 它 是 与 已 观察 到 的 星体 的 速度 比较 
363) H. v. Seeliger, S. B. bayer. Akad. Wiss., 28 (1896) 373. 


364) CC, Neumann, AUllgemeine Untersuchungen iiber das Newtonsche 
Prinsip der Fermuirkungen, 《Leipzig 1896), 特别 是 参 闷 1 页 ， 
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小 这 一 事实 相 了 矛盾. 如 果 假定 (B) 式 是 有 效 的 ， 则 所 有 这 些 
困难 就 可 以 消除 ， 因 为 在 那 种 情形 中 , 密度 为 uw 的 均匀 的 质 
量 分 布 并 具有 势 ( 在 空间 为 常量 ) 


__ 4nxpk 
2 和 Lo 


在 力学 上 是 可 能 的 ， 

相对 论 中 的 情况 是 与 牛顿 理论 中 的 情况 十 分 相似 的 . 假 
使 保留 方程 (401), 按照 爱 因 斯 坦 的 说 法 , 可 以 证 明 , 要 建立 一 
个 既 反 对 “灭绝 论据 ”又 承认 星体 的 速度 很 小 的 边界 条 件 是 不 
可 能 的 . 但 是 场 方程 可 以 按 某 种 方式 修正 ， 这 方法 十 分 相似 
于 从 (A) 式 过 渡 到 (B) 式 . 事实 上 ， 当 8 56 中 建立 起 场 方程 
时 ， 我 们 已 经 在 (400) 式 中 简单 地 省 略 了 与 gw 成 正比 的 项 
csgiww。 这 种 省 略 既 不 是 出 于 普遍 协 变性 的 要 求 ， 也 不 是 出 于 
物质 的 动量 定律 的 要 求 . 所 以 cagw 项 现在 可 以 被 包含 在 (401) 
式 的 左边 , 仿照 爱 因 斯 坦 的 记号 ， 我 们 在 这 一 项 中 把 cs 写成 
一 和 , 因此 有 / 


Ga 一 入 It 一 一 Xi (452) 
进行 收缩 后 , 结果 为 
RR+4A= 十 x7 (453) 
以 及 
天 十 和 Im 一 一 2 ( Tu 一 坪 guT). (452a) 


根据 这 些 修正 了 的 场 方程 立刻 可 以 知道 ， 一 个 充满 恒定 的 质 
量 密度 的 宇宙 是 处 于 平衡 状态 的 . 事实 上 ， 它 可 以 是 椭 球 形 
的 或 球形 的 ,因此 宇宙 空间 是 有 界 的 ， 例 如 , 如 果 我 们 以 下 式 
为 出 发 点 ， z . 


一 Sr 0 
ik i C2 一 [Kxzi)2 二 (22)2 二 (23)2]， 


gua=0, ga 一 一 1 (i%,%=1, 2,3), (454 ) 
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则 从 8 18(117) 式 , (118) 式 , (119) 式 和 (130) 式 , 有 
Rir = — gm R= 一 Gm= 上 误 iw . 


(对 于 $=1, 2, 3)， Rua= Ra=0. 
还 有 z 
了 a= koe， 其余 的 Tw 一 0， 了 了 = 一 jwoc?， 
因此 , 只 要 


-1 _1 2_ 4xkmo 
人 5 Woc 一 人 5 (455 ) 


方程 (452) 是 被 满足 的 ， 另 一 方面 ， 场 方程 《401) 会 变 成 
1/@*== yo 一 0, 因为 入 =0. 

由 于 在 这 个 例子 中 (也 可 能 在 更 一 般 的 质量 分 布 的 情形 
中 ), 所 推 知 的 世界 空间 是 有 界 的 , 所 以 在 无 穷 远 处 的 边界 条 
作 就 个 再 需要 了 ， 因此 ， 号 得 个人 解 未 了 星体 的 小 速 


是 
和 


和 


和 


能 设想 ， 肠 方 各 的 解 (454) 代 表 了 世界 度 规 训 平 考 抽 只 是 
在 个 别 质 量 的 附近 ,gw 将 与 值 (454) 有 显著 的 偏差 .这 种 恒 
星系 统 的 曲率 半径 肯定 是 非常 巨大 的 ， 对 于 线 度 比 它 小 的 物 
质 系 统 ( 如 行星 系统 )， 和 -项 可 以 忽略 ， 而 场 方程 (401) 的 解 仍 
然 有 效 . 看 来 场 方 程 (452) 也 是 支持 马赫 原理 的 , 虽然 尚未 对 
这 个 问题 提出 一 个 普遍 的 证 明 . 以 前 的 方程 (401) 对 于 无 物 
质 的 空间 有 一 个 通 解 gu 一 常量 *?1， 方程 (452) 就 不 是 这 样 ， 

它 对 于 无 物质 的 空间 是 gx 一 0。 这 等 于 说 , 在 完全 真空 中 , 毫 


365) ”对 于 完全 无 物质 的 空间 , 这 是 前 面 的 方程 (401) 的 唯一 解 , 对 于 一 般 的 
情形 , 迄 未 加 以 证 明 . 但 ER. Serini 已 对 于 静止 的 情形 提出 了 这 个 宗 理 
的 证 明 , . 0. Accad. Lincei, (5) 27 (1918) 第 一 部 分 ，235 页， 
见 补 注 18. 


= 
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无 G- 场 存在 ; 也 无 光线 的 传播 ， 而 量 杆 和 时 钟 的 存在 也 成 为 

不 可 能 . 还 有 与 此 有 关 的 事实 是 惯性 相对 性 的 假设 被 满足 . de 

Sitter9 已 经 得 出 场 方程 (452) 的 一 个 解 ,这 个 解 即 使 对 于 完 
全 空 的 空间 ,也 不 同 于 gw=0， 它 代表 一 个 四 维 的 虱 球 世界 
gm=6+— 2% (6 bl,2,8, 4 w=éct), 

一 六 (ci)2 
(456) 
T= 0=0, 和 一 -号 (457)- 


a ” 


以 别 于 由 ( 物 4) 式 所 表 出 的 爱 因 斯 坦 的 “圆柱 世界 ”但 是 , 爱 
因 斯 坦 “ 认 为 de Sitter 的 解 并 不 是 处 处 正则 的 , 因此 它 不 真 
正 代 表 真 空 志 界 的 G- 场 ， 而 是 表面 土 分 布 有 物质 的 世界 的 
G- 场 , Weyl* 也 得 到 相同 的 结论 ， 话 虽 如 此 , 这 一 点 到 现在 
尚未 最 后 肯定 . 

de Sitter”9 和 Lenses7o 讨论 了 场 方程 (452) 在 天 文学 上 
的 含义 ，( 也 可 参阅 数学 月 各 全 书 VI 2，22 中 Kottler 的 
文章 , ) 

(7) 有 限 宇宙 的 能 量 方程 (452)， 正 如 方程 (401) 一 
样 , 可 以 从 变 分 原理 导出 ， 这 里 只 需要 对 作用 函数 (404) 加 上 
一 项 2AV 一 g， z 

8 | $ds=0 (458) 

366) W. de Sitter Proc. Acad. Sci. Amst., 19 (1917) 1217 及 20 (1917) 

367) A notein, Sd. B. preuss. Akad. Wiss.. (1918) 270; de Sitter 在 
Proc. Acad. Soci. Amst., 20 (1918) 1309 中 的 管 复 ， 


368) 开 . Weyl, Phys. Z., 20 (1919) 31; 也 可 参阅 注 354, PP. Klein, 同 前 ， 


特别 是 8 9. 这 问题 的 几何 学 方面 在 这 篇 文中 有 详尽 的 讨论 ， 
369) W. de Sitter, Mon. Not. R. Astr. Soc., 78(1917)3. 
370) J. Lense, S. B. Akad, Wiss, Wien., 126 (1917) 1037， 
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$=R+2AV —g+xM (459) 
而 且 , 能 量 守恒 定律 又 可 以 按照 形式 (406) 成 立 ， 
Re 十 纪 ) -0 (460) 
OV 7 
只 要 从 先前 的 量 好 中 减 去 (AX/x)66% 
Ht (461) 


这 些 观念 已 在 爱 因 斯 坦 的 论文 中 有 所 暗示 (已 在 注 357 中 提 
过 ), 并 由 Kleinsrb 更 详尽 地 加 以 发 挥 . 

现在 发 生 了 这 样 的 问题 ， 能 量 的 总 值 对 坐标 系统 无 关 的 
定理 (已 在 $ 61 中 证 明 ) 是 否 也 对 有 限 字 宙 的 总 能 量 适用 . 这 
必须 重新 考虑 ， 因 为 这 个 定理 以 前 是 基于 这 样 的 假定 加 以 证 
” 明 的 , 即 在 所 考虑 的 封闭 系统 的 外 部 ,gw 等 于 土 6*。 显然 现 
在 已 不 是 这 样 情形 ， 爱 因 斯 坦 ?2 和 Kleins72) 他 们 自 已 曾 考 
虚 过 这 个 问题 , 必须 去 证 明 某 些 曲 面积 分 为 零 . 爱 因 斯 坦 已 
经 证 出 ， 对 于 特殊 的 坐标 系统 来 说 ， 的 确 是 这 种 情况 ， 而 
Grommers7s) 则 对 此 问题 得 出 了 一 个 普遍 的 证 明 . 还 可 以 看 
出 , 起 源 于 引力 场 的 有 限 宇宙 的 总 动量 和 总 能 量 为 零 , 即 


| fdv1dw?dw3 =0. (462) 


然而 , 假使 用 包含 gm 的 二 阶 导数 的 洛 伦 兹 分 量 ( 参 考 $61) 来 


代替 爱 因 斯 坦 的 能 量 分 量 , 则 引力 场 的 总 能 量 不 再 等 于 零 . 这 
是 Klein 所 证 明 的 . 


371) 参阅 注 104，(1918), 235, 附录 . 
372) ”参阅 注 354, A. Einstein 及 F, Klein., 
373) J. Grommer, S§. B. preuss. Arad. Wiss. (1919) 860. 
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63.， 电子 和 狭义 相对 论 


在 一 段 很 长 的 时 期 中 ， 曾 力图 从 电磁 学 的 原理 导出 电子 
的 所 有 机 械 性 质 ， 在 这 一 情形 中 , 运动 方程 | 
dG _ (463) 


( 式 中 人 = 电子 的 动量 , 也 一 外 力 ) .可 解释 如 下 89 首先 假 
定 作 用 于 电子 上 的 所 有 力 都 起 源 于 电磁 力 ， 即 它们 由 洛 伦 兹 
表达 式 (212a) 所 给 定 ; 其 次 假定 作用 于 电子 上 的 总 的 力 必 须 
永远 为 零 ， 

[of E+ 二 (vAH) |ar =0, (464) 


式 中 积分 是 对 电子 的 体积 进行 的 .这 个 总 的 力 可 以 分 成 两 部 
分 .一 部 分 是 由 外 场所 引起 的 力 


| Eee 二 (vAHe*t) lor -x. 


这 就 是 方程 (463) 的 右边 部 分 ， 男 一 部 分 是 电子 对 它 本 身 所 
作用 的 力 , 可 以 令 这 部 分 力 等 于 
aG 


|。 {B+ (vA Ht) | dy = 一 人 


在 这 个 表达 式 中 , G 是 电子 自治 场 的 电磁 动量 。 对 于 加 速度 
不 太 大 的 情况 ( 似 稳 运动 )， 台 可 以 认为 是 电子 以 相应 的 瞬时 
速度 作 匀 速 运动 时 所 具有 的 动量 ， 当然 , 它 与 电子 内 部 的 电 ， 
荷 分 布 有 关 、 


374) 参阅 广 4 互 , A. Lorentz, 同 前 引 书 , § 21， 
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可 以 作出 一 个 最 自然 的 假定 ， 就 是 电子 是 完全 刚性 的 . 
Abrahams75 已 经 完整 地 作出 了 这 个 假定 的 理论 . 但 是 在 
1904 年 , 洛 伦 兹 ?9 曾经 指出 ， 只 当 假 定 电子 在 运动 方向 上 发 
生 收 缩 ( 按 / 二 65:1 收缩 ) 时 ， 从 电子 的 动量 对 速度 的 依赖 
关系 所 得 到 的 推论 才 与 相对 论 原理 一 致 , 后 来 爱 因 斯 坦 2?7” 曾 
经 指出 ， 不 必 对 电子 的 性 质 作 任何 假定 (参看 8$ 29)， 就 可 以 
从 相对 论 原 理 得 出 质量 , 能量 和 动量 的 速度 依赖 关系 . 因此 
反 过 来 说 ; 观察 质量 的 变化 并 不 能 得 到 电子 本 性 方面 的 知识 

但 是 容易 看 到 ， 只 要 玫 克 斯 韦 - 洛 伦 效 的 理论 仍然 有 效 ， 
则 相对 论 原理 必然 会 导致 这 样 的 结果 :， 电 子 存在 着 非 电磁 类 
型 的 能 量 . 这 一 点 最 先 为 Abrahams"*e 所 指出 ， 首 先 让 我 们 
假定 ; 在 一 个 静止 电子 中 的 电荷 分 布 是 球形 对 称 的 ， 那 么 , 只 
要 能 量 和 动量 是 电磁 能 和 电磁 动量 , 并 由 麦克 斯 韦 - 洛 伦 效 表 
达 式 所 给 定 ， 我 们 就 可 以 从 下 式 求 得 一 个 运动 电子 的 能 量 和 


$ (Bo/0?) _ 人 
AVI 一 大 VIB 
假使 这 些 表 达 式 表示 总 能 量 和 总 动量 ， 则 从 (317) 式 ，(318) 
式 , 我 们 应 得 


sf 和)w-fln 中) 
然而 情形 并 非 如 此 , 右边 的 积分 值 是 


375) M. Abraham, Ann. Phys., Lpz., 10 (1903) 105, 也 可 见 注 4, H. A 
Lorentz, 同 前 引 书 , $ 21， 

376) 参阅 注 10, Versl. gewone Vergad. AWad. Amst. 

377) 参阅 注 12, 同 前 引 书 ，8 10， 

378) M. Abraham, Phys. 2Z., 8 (1904) 576: Theorie der Elektrizitit, Vol, 
2 (Leipzig, 1905 年 第 一 版 )205 页 。 


(351) 
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ER 
V 厚 

如 自 假 定 动量 (而 非 能 量 ) 纯粹 是 电磁 动量 ， 则 静止 电子 和 运 
动 电子 的 总 能 量 Wo 向 以 及 电子 的 静止 质量 mo 变 成 


乍 出 ， 这 些 关 系 是 与 能 量 的 惯性 定理 相 一 致 (五 中 的 附加 党 
量 已 事先 定 出 , 以 便 与 能 量 的 惯性 定理 吻合 )， 静 止 电子 的 总 


从 以 上 的 论证 看 来 ,“ 绝 对 ”理论 中 的 刚性 电子 似乎 与 一 
纯粹 的 电磁 世界 图 象 (或 者 更 确切 一 些 , 是 基于 麦克 斯 书 - 洛 
伦 兹 理论 的 特殊 的 电磁 划 界 图 象 ) 相 一 致 , 而 不 是 相对 论 所 要 
求 的 电子 .但 是 这 是 不 正确 的 , 理由 如 下 ; 刚性 电子 的 假设 是 
一 个 与 电动 力学 完全 没有 关系 的 概念 ， 假 使 不 引入 这 个 概 
念 ， 我 们 必须 假定 ; 不 仅 作用 于 电子 上 的 总 的 力 [ 方 程 (464)] 
应 为 零 ,而 且 作 用 于 每 一 点 的 力也 应 为 零 , 即 


p| 了 + 过 (YAH) =-0 


显然 , 一 个 静止 的 电荷 (v=0) 是 与 这 个 假定 不 一 致 的 ， 因 为 
由 此 可 得 出 po=0 (注意 div 吾 =p)， 由 此 可 知 , 除非 补充 与 本 


和 
” 


和 


中 的 电子 并 不 比 相 对 论 中 的 电子 好 些 。 无 论 哪 一 种 情况 ,都 
必须 引入 与 电子 电荷 本 身 的 库仑 斥 力 保持 平衡 的 力 ， 而 且 这 
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些 力 是 不 可 能 从 麦克 斯 书 - 洛 伦 兹 电动 力学 导出 的 . 邦 卡 
勒 "") 已 经 认识 到 需要 这 样 做 ， 因而 纯粹 形式 地 引入 了 内 聚 标 
压强 p, 对 于 这 个 压强 的 性 质 ， 他 未 能 作 任 何 说 明 . 一 般 地 
说 , 有 关 电 子 的 问题 必须 作 如 下 的 表述 ， 麦 克 斯 书 - 洛 伦 兹 电 
动力 学 中 的 能 量 -动量 张 量 Siw 必须 附加 以 某 些 项 , 使 得 总 能 
量 - 动 量 张 量 的 守恒 定律 

OT _ 

Ow* : 
与 电荷 的 存在 相 一 致 ， 这 些 附加 项 必然 与 某 些 物理 量 有 关 ， 
这 些 物理 量 是 通过 微分 方程 按 因 果 关 系 来 确定 的 . (在 8 全 
中 ， 我 们 已 经 对 一 个 孤立 的 电子 的 能 量 张 量 表 出 了 唯 象 的 附 
加 项 jvovr. ) 从 广义 相对 论 的 观点 看 , 这 样 的 表述 需要 修正 
到 什么 程度 , 将 在 $8 65 和 66 中 讨论 。 

现在 我 们 已 能 够 回答 Ehrenfest3s% 所 提出 的 间 题 ， 即 当 

外 力 不 存 在 时 , 对 于 一 个 即使 静止 时 也 不 是 球形 对 称 的 电子 ， 
是 否 沿 各 个 方向 作 匀 速 移动 ? 由 于 在 此 情形 中 ， 运 动 电子 的 
电磁 动量 不 是 永远 沿 着 速度 的 方向 ， 因 此 电磁 力 将 对 电子 产 
生 一 个 转动 力 偶 ， 劳 厄 ss 着 重 指出 ， 这 种 情况 是 与 Trouton 
和 Noble 的 实验 十 分 相似 的 。 在 这 个 实验 中 ， 电 磁力 偶 是 被 
一 个 由 弹性 能 流 所 产生 的 力 偶 所 抵消 。 在 我 们 的 情形 中 ,这 
个 效应 同样 是 由 上 述 能 量 -动量 张 量 中 的 附加 项 所 表示 的 能 
流 所 引起 的 。 引 入 这 些 附 加 项 不 仅 对 于 运动 电子 的 情形 是 必 
要 的 , 就 是 对 于 静止 电子 的 情形 也 同样 是 必要 的 . 因此 已 经 
对 Ehrenfest 的 问题 作 了 肯定 的 回答 . 


379) ”参阅 注 11, R. O. Qire. mat. Palermo. 

380) PP. Ehrenfest, Ann. Phys., Lps., 23 (1907) 204; 爱 因 斯 坦 对 此 的 评 
论 ,， Ann. Phys., Lpe., 23 (1907) 206, 

381) ”参阅 注 240， 


0 
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无 论 从 上 述 理论 的 观点 或 者 从 实验 的 观点 ， 我 们 还 必须 
讨论 一 下 电子 的 线 度 方面 可 以 告诉 我 们 些 什么 实验 上 ， 在 
最 近 的 分 析 中 ， 已 经 知道 所 有 物质 很 可 能 均 由 氢 核 和 电子 组 
成 。 当 然 ,我们 前 面 所 有 关于 电子 的 论述 同样 也 适用 于 和 氢 核 . 
实验 只 不 过 告诉 我 们 这 些 粒 子 的 线 度 肯定 是 不 会 大 于 10-* 
厘米 ， 换 言 之 , 网 它们 之 间 的 相互 作用 力 而 言 , 两 个 这 样 的 粒 
子 , 相隔 大 于 此 距离 时 , 实际 上 可 以 看 成 两 个 点 电荷 .到 现在 
为 止 所 进行 过 的 实验 尚未 排斥 这 些 粒子 的 线 度 远 小 于 10- 也 
厘米 这 个 可 能 性 .理论 上 则 只 能 按照 洛 伦 兹 的 观点 明确 地 作 
如 下 的 陈述 :一 个 半径 为 & 并 有 连续 的 面 电荷 分 布 的 球 具有 
能 量 


2 


6 
8rc” | 
式 中 为 总 电荷 , 以 雍 维 赛 单位 量度 .按照 (465) 式 可 以 得 出 
62 62  、 
0 一 一 一 一 ， 4 一 一 一 一 (466 ) 


Grac 6x7moc? ° 


假使 作 田 一 种 电荷 分 布 的 假设 ,应 修正 的 只 是 6 的 数值 系数 ， 
而 对 & 的 数量 级 没有 影响 . & 的 数值 可 以 从 已 知 的 电子 和 得 
核 的 静止 质量 求 得 。 对 于 电子 , & 的 数量 级 为 10- 3 厘米， 对 
于 气 核 ， 和 它 的 较 大 的 质量 相应 的 g 值 , 约 小 1800 倍 . 但 是 
必须 注意 ,这 些 讨论 是 建立 在 十 分 脆弱 的 理论 基础 上 的 . 因 
为 我 们 已 经 知道 ,它们 是 以 下 述 的 假定 为 基础 的 : 
“” (i) 一 个 静止 电子 ( 氢 核 ) 的 电荷 分 布 是 球形 对 称 的 . 

(ii) 一 个 运动 电子 ( 毛 核 ) 的 总 动量 是 由 麦克 斯 韦 - 洛 伦 

效 理 论 中 的 表达 式 
G-— |EAHV 


给 定 的 , 因而 , 这 也 假定 了 对 于 极端 集中 的 电荷 和 场 ,这 个 再 
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论 也 适用 . 

特别 是 第 二 个 假定 显得 可 疑 . 根据 现 有 的 实验 数据 , 对 
于 这 样 计算 出 来 的 线 度 还 不 能 找到 任何 实验 上 的 支持 ， 特 别 
是 不 支持 毛 核 的 半径 应 远 小 于 电子 的 半径 这 个 理论 上 的 要 
求 534) 
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Miess2 最 先 试图 建立 一 个 可 以 说 明 带 电 基 本 粒子 存在 的 
理论 ， 他 推广 了 麦克 斯 书 - 洛 伦 兹 理论 中 的 场 方程 组 和 能 
量 - 动 量 张 量 , 使 带电 基本 粒子 内 部 的 库仑 斥 力 为 其 他 等 效 的 
电力 所 平衡 ， 而 在 粒子 的 外 部 空间 则 仍然 保持 方程 对 寻常 电 
动力 学 的 偏离 是 不 可 觉察 的 . 

Mie 保留 了 麦克 斯 书 方 程 组 中 的 第 一 组 方程 


OF , OFn , OFw _ 
Ow! + 5 二 《203) 
由 此 可 推 得 存在 一 个 四 维 天 势 
: _ Op op 
“rw 一 Du; Om (206) 
(参看 $ 28)， 还 有 四 维 电流 密度 肯定 地 要 满足 连续 性 方程 . 
0. / (197) 


381a) ”关于 这 点 ， 我 们 不 能 同意 在 坡 恩 的 Die Relativitatstheorie Einsteins 
(Berlin 1920) 一 书 中 192 页 所 提出 的 见解 。 

382) G. Mie, ‘Grundlagen einer Theorie der Materie ， Ann. Phys., 
Lne.,.37 (1912) 511; 39 (1912) 1; 40 (1913)1. 也 可 参阅 M. Born， 
Nachr. Ges，JTiss。G6ttingen，(1914) 23， 这 里 把 从 Mie 的 理论 中 的 
变 分 原理 导出 的 能 量 -动量 定律 与 从 通常 力学 中 的 哈密 顿 原理 导 出 的 
能 景 守 恒定 律 进行 了 类 比 。 也 可 参阅 HH. Weyl, Raum-Zeit-Materie 
(1918. 年 第 一 版 )§ 25, 165 页 ; (1920 第 三 版 ) § 25, 175 页 。 
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由 此 可 以 得 出 存在 着 一 个 二 秩 反对 称 张 量 ， 如 = 一",， 它 
满足 方程 


oH 
3 一 2 (467) 


这 里 Hw 合并 了 矢量 DD 和 瑟 ， 正如 Fw 合并 了 矢量 卫 和 了 
那样 。 因此 可 以 看 出 ， 对 于 互 “= 一， 方程 组 就 化 成 寻常 电 
动力 学 中 的 那些 方程 ， 而 且 它 们 在 形式 上 是 与 实物 的 唯 象 电 
动力 学 中 的 那些 方程 一 致 的 . 
但 是 依靠 下 述 的 明确 的 假定 ， 这 些 场 方程 目前 已 带 上 新 
的 物理 内 容 ; 即 假定 矢量 H™ 和 8 是 Fir 和 pt 的 普 适 函 数 ， 
HY—ux(F, 9), s=u(F, 9). (467a) 
前 六 个 关系 与 唯 象 电动 力学 中 的 关系 有 着 根本 的 区 别 ， 在 唯 
象 电 动力 学 中 ， 五 “还 明显 地 与 $; 有 关 ， 在 Mie 的 理论 中 ， 
不 仅 电 势 差 而 且 电 势 的 绝对 值 也 获得 实际 意义 .者 以 (92 十 
常量 ) 代 替 2， 方 程 就 不 会 保持 不 变 . 以 后 我 们 将 会 看 到 , Mie 
理论 的 这 个 特点 会 导致 严重 的 困难 . (467a) 式 的 最 后 四 个 方 
程 主要 是 描述 实物 粒子 (电子 和 和 氢 核 ) 的 存在 和 它们 的 运动 方 
程 、Mie 把 $8 和 Fw 称 为 “强度 的 量 ”而 把 将 和 五 * 称 为 “大 
小 的 量 ”, 这 种 叫 法 是 带 有 几 分 任意 性 的 . z 
借助 于 (467a) 式 ， 在 这 个 理论 中 引入 了 不 少 于 十 个 的 普 
适 函 数 . 但 是 正如 Mie 所 揭示 ， 能 量 原理 会 带 来 了 极 大 的 简 
化 , 它 会 把 十 个 未 知 的 普 适 函数 化 成 单个 普 适 函数 。 可 以 看 
出 , 这 是 由 于 形 如 
i ——+divS=0 


Cr 能 量度 8 一 能 流 ) 
的 方程 只 能 由 (206) 式 和 (后 7) 式 导出 ， 当 存在 一 个 不 变量 
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ZL(F, 9) (首先 相对 于 治 伦 兹 群 ;)， 可 以 由 此 通过 微分 求 得 
HY 和 8, 


H*- = 一 三 3 (468) 
因而 
8L = HOF — 2s'00, (468a) 
于 是 , 通过 简单 的 计算 将 证 明 方程 组 (467) 可 以 从 作用 原理 
8 | Ld3=0 (469) 


求 得 ， 具 要 变 分 满足 下 列 条 件 ， 即 关系 式 (206) 对 于 取 变 分 的 
场 仍然 有 效 . 

对 于 常 称 为 世界 西数 的 不 变量 也 可 以 作出 许多 普遍 的 
陈述 ， 首 先 ， 可 以 由 反对 称 张 量 Fr 和 矢量 内 形成 的 独立 的 
不 变量 只 有 下 列 几 种 . 


(1) 张 量 Fu 的 平方 于 Pp 


(2) 矢量 内 的 平方 ， 内 内 
(3) 天 量 F wp 的 平方 : F tr pp 
(4) 矢量 Pig”* 的 平方 , 或 者 同样 地 为 张 量 Fxg$1 十 Pigw 
十 Pmgi 的 平方 . 
所 以 厂 必 须 是 这 四 个 不 变量 的 一 个 函数 1。 假使 五 等 于 上 术 


不 变量 中 的 第 一 个 ， 则 Mie 理论 中 的 场 方程 就 退化 成 无 电荷 
让 中 站 电子 浴 中 的 党 广 浊 组 ， 因此 ， 地 只 能 在 实物 粒子 的 


证 


本 时 时 昌 有 Ci 


没有 什么 可 说 了 . 要 把 备 选 的 独立 不 变量 的 数目 缩小 到 能 够 
清楚 地 得 出 一 个 十 分 确定 的 世界 函数 的 程度 是 不 可 能 的 .或 


+ 参阅 补 注 20。 
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更 确切 地 说 , 尚 存在 着 无 限 多 的 可 能 性 ， 
其 次 ， 我 们 必须 把 能 量 -动量 张 量 Diy 作为 场 量 的 一 个 函 
数 确定 出 来 。 Hilbertsasa) 和 Wey]3s9 曾经 指出 ， 车 把 方程 组 
用 广义 相对 论 中 的 记号 写 出 , 然后 利用 在 $55 中 所 引入 的 对 
gw 取 变 分 的 方法 ， 相 应 的 计算 就 可 以 大 大 地 简化 ， 只 有 这 
样 ,才能 使 形式 上 的 联系 变 得 清楚 而 明显 . 本 书 中 为 了 这 个 
目的 , 在 上 述 的 公式 中 已 用 了 广义 相对 论 中 的 记号 , 在 这 一 方 
面 我 们 与 Mie 有 所 不 同 ，Mie 在 1912 年 和 1913 年 所 写 的 论 
文 当然 是 以 狭义 相对 论 作 根 据 的 .首先 , 正如 已 经 在 $54 中 
讨论 过 的 寻常 电动 力学 的 情形 , 方程 组 (208), (208) 仍然 对 
任何 一 个 G- 场 适用 . 另 一 方面 , (197) 式 和 (467) 式 必须 代 之 
以 
=0, z (19'7a) 
si 一 -2 (467b) 
和 Weyl 所 指出 的 一 样 , 这 里 “大 小 的 量 ” 是 作为 张 量 密度 〈 即 
乘 以 V 二 9 出 现 , 而 “强度 的 量 ” 仍 为 寻常 张 量 .同样 地 , 关系 
式 (468), (468a) 和 哈密 顿 原理 (469) 仍 然 成 立 , 当然 也 可 以 把 
哈密 顿 原理 写成 下 列 形式 . : 


8 | gdz=0. (469a) 


要 求 得 能 量 张 量 ?ww 我 们 只 须 确定 出 作用 函数 的 变 分 ,作用 
函数 则 可 对 G- 场 取 变 分 而 求 得 . 因为 在 这 情形 中 , 上 是 与 gw 
的 导数 无 关 , 假使 电磁 场 保持 恒定 , 则 下 列 关系 成 立 : 

888) 参阅 注 99， : 


384) ” 芋 . Wey], Rawm-Zeit-Materie (1918 年 第 一 版 ) 184 页 以 下 ; (1920 年 
第 三 版 ), 199 页 。 
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N= Trdg 
OA _ 工 刀 
Dor ok 一 可 二 76 (470) 
另 一 方面 ， 慨 信 我 们 代 六 由 (468a) 得 到 的 一 般 表达 式 

一 zz 十 HO Py, 2834， 

于 么 通过 无 限 小 的 友 标 变换 [ 如 (C63) 式 (164) 式 所 示 ] 就 引 
起 对 场景 的 变 分 , 因而 8Z 必须 恒 等 于 零 、 换 言 之 ， 


2_08 Kr “ -一 
2 Br (Be 9 HPrts tr )=0 


这 只 当 插 号 内 的 景 本 身 恒 等 于 零 时 才 有 可 能 ， 最 后 我 们 可 以 
从 上 式 求 得 (9L/99w)g™ 的 值 , 并 把 它 代 入 (470) 式 中 ， 我 们 
束 得 到 


Ti = ys — -Se- 1 5 9, T= 


T= HYP 一 sx 一 1 ky (470a) 


从 公式 的 推导 中 可 以 看 出 ， 相应 的 协 变 分 量 Tw 是 对 称 的 , 根 
据 $ 55 中 的 结果 , 还 可 以 进一步 看 出 ， 能 量 -动量 定律 是 从 场 
方程 组 归结 出 来 的 ， 当 不 存在 重力 场 时 , 它 取 下 列 形式 ; 


AR ， 
0， (341) 
存在 重力 场 时 , 则 
OTK 1 Ts 0 "8 
2 一 可 和 0. (341a) 


能 量 -动量 张 量 的 表达 式 (470a) 是 与 Mie 直接 计算 出 来 的 式 


子 等 同 的 . 
现在 让 我 们 再 一 次 来 考虑 运动 方程 的 问题 ， 并 讨论 实物 
粒子 的 存在 是 否 可 能 ， 在 寻常 电动 力学 中 , 电场 强度 的 定义 
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是 作用 于 一 个 (静止 ) 电 荷 上 的 力 . 场 强 的 这 种 简单 的 意义 在 
Mie 的 理论 中 不 再 适用 于 实物 粒子 的 内 部 。 事实 上 有 质 动力 
到 处 为 零 ， 尽 管 如 此 ， 一 个 粒子 的 总 电荷 的 实际 意义 仍然 不 
变 . 让 我 们 来 考虑 一 个 处 于 外 场 中 的 带电 粒子 . 在 此 情形 中 ， 
从 (341) 式 可 得 出 : 四 


i | Ta dwg 一 一 | Tnwdo (is, b=1, 2, 3) 


第 二 个 积分 是 在 一 个 离 物质 粒子 足够 远 的 面 上 进行 的 因为 
在 这 个 面 上 , 寻常 电动 力学 是 可 以 适用 的 , 面积 分 具有 跟 那 里 
相同 的 值 ， 即 它 代 表 洛 伦 兹 力 。， 这 样 我 们 已 经 在 Mie 理论 的 
框框 里 ， 对 一 个 电子 的 运动 方程 (210) 作 了 电动 力学 的 证 明 . 
同时 可 以 看 到 , 根据 能 量 的 惯性 定理 , 粒子 的 静止 质量 是 由 


mo= 全 — -| TAdv1dvda (471) 


决定 的 ， 对 于 7, 我 们 必须 代入 由 (470) 式 得 出 的 表达 式 . 
Mie 假定 稳定 电子 的 场 是 静止 的 ， 而 且 是 球形 对 称 的 . 
在 前 一 节 中 已 经 说 明 ， 球 形 对 称 的 假定 尚未 被 实验 知识 明显 
地 证 实 , 只 不 过 是 为 了 简单 起 见 才 把 它 提出 来 ， 因此 我 们 必 
须 去 找 出 场 方程 的 那些 到 处 为 正则 的 解 一 一 当 7 一 0 以 及 当 
7 二 co. 一 个 对 应 于 真实 情形 的 世界 函数 对 于 各 种 电 必须 有 一 


ee 


能 够 存在 ， 这 个 结论 本 身 不 能 成 为 放弃 Mie 的 电动 力学 的 充 
分 理由 ， 因 为 一 个 与 某 些 基本 粒子 的 存在 相 一 致 的 世界 函数 
是 否 不 能 存在 , 尚未 得 到 证 明 . 
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在 我 们 看 来 , 一 个 更 严重 的 困难 是 由 Mie 已 注意 到 的 一 
个 事实 所 引起 .一 经 我 们 求 得 我 们 所 需要 的 那 种 实物 粒子 的 
静电 势 p 的 一 个 解 , 则 (op 十 常量 ) 将 不 是 另 一 个 解 ， 因 为 Mie 
理论 的 场 方程 包含 了 势 的 绝对 值 ， 所 以 一 个 实物 粒子 将 不 可 


和 


乎 构成 了 反对 Mie 理论 的 一 种 很 有 力 的 论据 ， 在 以 下 几 节 即 
将 讨论 的 理论 中 , 就 不 会 发 生 这 种 因 难 . 

这 里 应 该 所 及 Weyl 的 工作 ,他 企图 使 两 类 电 之 间 的 非 
对 称 性 可 以 从 Mie 理论 的 观点 来 理解 +. 假使 世界 函数 工 不 是 
~V 一 各 $ 的 一 个 有 理 函 数 ， 我 们 可 以 令 

L—3 Pubrtw(+s Bp), 对 于 $$ <0, $4>>0 
及 

L-3 Peprtw( VT), 对 于 bp'<0, $a<0, 
其 中 久 表 示 任 何 非 偶 的 函数 。 对 于 静止 的 情况 ， 当 把 换 成 
-9 ( 正 电 和 负电 ) 时 , 场 方程 组 不 会 保持 不 变 ， 概 括 地 说 , 假 
使 工 是 上 述 基本 不 变量 的 一 个 多 值 函数 , 则 就 有 可 能 选择 它 
的 分 支 中 的 一 个 函数 作为 正 电 的 世界 函数 ， 而 另 一 个 作为 负 
电 的 世界 函数 ， 在 $ 67 中 , 我 们 将 再 来 讨论 这 一 可 能 性 ， 


”65. Weyl 的 理论 + 
Weyl 在 一 系列 的 论文 中 so 曾经 发 挥 了 一 种 十 分 深奥 的 


1 参阅 补 注 21. 
+ 参阅 补 注 22. 


385) H. Weyl, 8. B. preuss., Akad. Wiss. (1918)465; Math. 2.2 (1918) . 


384; Ann. Phys., Lpg., 59 (1919) 101; Rawm-Zeit-Materie (1920 
年 第 三 版 ), 第 II 章 和 第 IV 章 , $§ 34 和 35, 242 页 以下; Phys. 2. 21 
(1920) 649., 
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理论 , 这 个 理论 是 从 黎 曼 几何 学 推广 出 来 的 ; 并 且 主张 所 有 的 
物理 事件 用 引力 和 电磁 现象 来 解释 ， 而 这 些 引 力 和 电磁 现象 
又 用 世界 度 规 来 解释 ， 这 个 理论 的 基本 结构 以 及 到 目前 为 止 
所 得 到 的 结果 将 在 这 个 关键 上 进行 讨论 ， 因 为 这 个 理论 也 对 
实物 粒子 的 性 质 作 了 某 些 陈述 . 

(a) 纯粹 无 限 小 几何 学 . 规范 不 变性 在 第 工 编 中 已 
经 知道 , 从 欧 几 里 德 几何 学 过 渡 到 黎 曼 几何 学 只 在 于 , 当 一 个 
矢量 从 书 点 移动 至 了 P' 点 时 ， 不 再 假定 其 方向 是 与 所 取 路 径 
无 关 ，Weyl 将 这 一 点 作 了 进一步 的 发 展 , 他 认为 对 于 长 度 的 
移动 也有 相应 的 路 径 依赖 关系 . 因此 在 一 个 并 且 是 同一 个 世 
界 点 测定 的 长 度 才 有 可 能 进行 比较 ， 但 在 不 同 的 世界 点 测定 
的 长 度 就 不 能 比较 . 换 旬 话说 , 只 有 gw 之 间 的 关系 才能 用 测 
量 方法 确定 , 但 不 能 确定 这 些 量 本 身 . 首先 让 我 们 对 gw 假定 
某 些 任意 的 (连续 的 ) 绝 对 值 , 并 规定 

ds? ~— gwdwido” 

为 一 根 量 杆 的 长 度 的 平方 ， 式 中 out 是 它 的 两 个 端点 的 坐标 
之 差 . (为 了 简单 起 见 , 在 这 里 和 以 后 ， 当 我 们 谈 及 一 根 量 杆 
的 长 度 时 ,在 “类 时 线 元 ”情形 中 , 自然 也 把 同样 的 论证 应 用 于 
一 个 时 钟 的 周期 .) 假使 现在 有 一 根 量 杆 沿 着 一 条 确定 的 曲 
线 z' 一 w(t) 自 点 P(t) 移动 至 点 P'(t+4dt)， 则 长 度 的 平方 
ds? 一 1 将 会 改变 。 我 们 将 按照 公理 假定 ， 它 总 是 改变 了 了 中 
的 一 个 确定 的 份额 ， 


dl ,dp 
Ra (472) 


式 中 p 是 的 某 一 个 函数 , 而 且 与 也 无关， 作为 第 二 个 公理 ， 
我 们 引入 : dp/di 上 只 与 坐标 的 一 阶 导数 dat/ 时 有 关 . 还 有 ,由 
于 方程 (42) 必须 对 参 变数 1 的 任意 选择 都 有 效 ，dp/ai 必须 
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移 的 概念 ,也 可 以 定 出 这 个 函数 ， 在 § 14 中， 这 个 概念 是 根 
据 两 个 条 件 定 出 来 的 第 一 个 条 件 表明 , 对 于 一 个 无 限 小 的 平 
行 位 移 ， 一 个 矢量 的 分 量 将 在 一 个 适当 选取 的 坐标 系 中 保持 
一 个 平行 位 移 的 过 程 中 保持 不 变 ， 第 一 个 假定 可 以 保留 不 
变 ,对 于 矢量 的 分 量 的 改变 , 它 得 出 表达 式 (64)， 


de: ; UL pr 
Td (64) 
并 有 
T= (65 ) 


但 是 第 二 个 假定 已 在 这 里 失去 意义 ， 因 为 在 不 同 地 点 的 两 个 
矢量 的 长 度 不 能 再 作 比 较 . 这 个 假定 必须 用 这 样 的 条 件 来 代 
替 , 即 对 于 一 个 平行 位 移 , 长 度 将 按 (472) 式 改变 ， 


(EE) (EE) gulf dp, (478) 


代入 (64) 式 ， 首 先 可 以 得 出 dp/di 必须 是 dvi/qt 的 一 个 线性 
形式 ， 
dg = pda (474) 
所 以 只 在 这 一 情形 中 , 一 个 平行 位 移 才 是 可 能 的 ， 还 有 , 我 们 

可 以 从 z 
Li n=— wls, TIT ‘v=— 97 krs (66) 

得 到 

+ ga Trt Tt. (475) 


因此 Weyl 的 几何 学 中 的 短程 线 分 量 不 同 于 黎 曼 几何 学 中 的 
短程 线 分 量 ， 在 黎 曼 几 何 学 中 我 们 总 是 用 带 有 星 号 的 表达 式 
来 表示 ， 对 于 内 = 0 的 情形 ， 它 们 就 化 成 Weyl 几何 学 中 的 
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表达 式 ， 所 以 如 果 (69) 式 中 的 量 用 Zn 来 表示 , 则 
To 一 Ta 十 可 (gt 二 gog 一 gg0， (476) 
我 们 已 经 十 分 任意 地 确定 了 gw 的 绝对 值 .我 们 同样 还 
可 以 用 一 组 %gw 代替 gw 的 一 组 值 , 这 里 入 是 位 置 的 一 个 任 


意 函 数 ， 所 有 的 长 度 元 在 这 一 情形 中 必须 乘 以 而 且 由 于 
《472) 式 ,我 们 可 以 求 得 一 组 值 : 


来 代替 pr， 因 此 固定 了 因子 % 在 Weyl 几何 学 中 的 规范 是 
与 黎 曼 几何 学 中 坐标 的 选择 有 同等 的 意义 .我们 在 黎 曼 几何 
学 中 已 经 假设 所 有 几何 关系 和 物理 定律 在 任意 坐标 变换 之 下 
的 不 变性 , 所 以 目前 我 们 必须 另外 假设 它们 对 下 列 替 代 
一 1 DA 

It 一 人 zz， 小 一 由 一 元 Bz (477) 

的 不 变性 , 即 对 于 规范 改变 的 不 变性 (规范 不 变性 ) . 
(B) 电磁 场 和 世界 度 规 ”从 (472) 式 ， 通 过 积分 可 以 得 
到 
et 一 人 

tp 一 名 oxp{—| bus | 
当 线 性 形式 pdz! 是 一 个 全 微分 时 , 一 个 矢量 的 长 度 与 它 移 
动 所 沿 的 路 线 无 关 ， 从 而 我 们 就 回复 到 黎 曼 的 情形 。 对 这 一 
情况 的 充分 和 必要 条 件 是 表达 式 


0 9 
Pw- (479) 


为 零 ， 从 (477) 式 可 知 , 在 此 情形 中 , 若 适 当地 选择 规范 , 总 可 


(478) 
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以 使 矢量 由 等于零. 但 是 在 一 般 的 情形 中 ，Bw 各 量 将 不 等 
于 零 . 于 是 它们 构成 一 个 反对 称 二 秩 张 量 的 协 变 分 量 , 并 且 
由 于 (477) 式 ， 它 们 在 改变 规范 时 仍然 保持 不 变 。 此 外 ， 由 
(479) 式 可 以 得 出 ,它们 满足 方程 

十 呈 基 二 -2 
我 们 可 以 看 出 , 关系 式 (479) 和 (480) 与 电子 论 中 的 方程 (206) 
及 (203) 具有 完全 相同 的 形式 .但 是 这 种 比拟 还 可 以 进行 得 
深入 一 些 ， 如 果 我 们 持 这 样 的 观点 (与 Mie 理论 中 的 假定 相 
反 ), 即 电磁 现象 主要 是 由 场 强 本 身 的 空间 和 时 间 的 改变 所 决 
定 , 而 且 另 一 方面 把 电势 看 成 只 是 数学 上 的 辅助 量 , 则 所 有 时 
致 同一 场 强 的 电势 值 内 在 物理 上 是 完全 等 价 的 ; 这 样 一 来 ， 
心中 的 梯度 368/94 仍然 是 未 确定 的 , 但 是 ,我 们 已 经 知道 , 这 
完全 同样 适用 于 度 规 矢量 办 ， 因 此 仿照 Weyl, 我 们 将 得 出 
两 组 量 轴 , Pw 是 等 同 的 : 绞 妥 (418) 下 决定 长 性 所 的 康 坟 


雪 


0， (480) 


和 


训 在 爱 因 斯 坦 的 理论 中 一 梯 ， 性 效 应 是 与 重生 和 时 钟 的 性 
质 密切 地 联系 着 的 ， 因 此 从 爱 因 斯 坦 理 论 中 可 以 确切 地 得 出 
引力 效应 ， 所 以 爱 因 斯 坦 理 论 在 Weyl 的 理论 中 对 电磁 效应 
同样 成 立 . 在 这 种 意义 下 ， 无 论 引 力 或 者 电 在 Weyl 理论 中 
都 是 作为 世界 度 规 的 一 个 结果 出 现 的 . 

后 来 Weyl 修正 了 这 个 观点 。 因 为 这 理论 的 基本 假定 的 
原始 形式 导致 与 实验 相 了 矛盾 的 推论 。 爱 因 斯 坦 ” 曾经 强调 
过 这 一 点 . 设 有 一 个 与 静止 的 引力 场 相 联系 的 静电 场 ， 于 是 
空间 分 量 内 (一 二 2, 3) 为 零 ， 而 且 时 间 分 量 ps=9 以 及 gw 


386) A. finstein, 8., B. preuss. Akad. Wiss. (1918) 478, 包括 Weyl 的 复 
信 。 
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均 与 时 间 无 关 . 这 样 ， 规 范 就 在 差 一 常数 因子 的 范围 内 被 确 
定 下 来 .假使 我 们 把 关系 式 (478) 应 用 于 一 个 静止 时 钟 的 周 
期 , 可 以 直接 得 到 

T= T0606, (481) 
式 中 a 是 一 个 比例 因子 .这 个 方程 的 意义 如 下 ， 设 有 两 个 以 
同样 快慢 走 着 的 等 同 的 时 钟 01,，0。, 首先 把 它们 放 在 静电 势 
为 gi 的 Pi 点， 然后 把 时 钟 0s 带 到 电势 为 8s 的 Ps 点, 经历 
了 + 秒 钟 ,最 后 送 回 Pi 点 ， 假 使 把 时 钟 0 的 快慢 与 时 钟 Ca 
的 快慢 比较 , 结果 将 会 按 因子 exzp[ 一 xc(pa 一 pa) 如 分 别 增加 或 
减少 ( 视 a 和 ps 一 gp1 的 符号 而 定 )， 具体 地 说 , 这 个 效应 在 某 
一 物质 中 的 谱 线 中 应 该 可 以 看 到 ， 而 一 定 频率 的 谱 线 决 不 可 
能 存在 ， 因 为 不 论 a 选择 得 怎样 小 , 按照 (481) 式 , 这 种 差别 
会 随时 间 的 流逝 而 无 限 止 地 增加 ， 当 时 Weyl 对 这 个 问题 的 
态度 如 下 : 象 (472) 式 所 确定 的 世界 长 度 的 一 致 移动 的 理想 过 


| 


时’ 


不 一 定 要 借助 于 这 些 测量 仪器 所 获得 的 知识 . 在 这 种 情形 
中 , 量 OH 和 fs 根据 定义 均 不 再 是 可 观测 的 量 ， 已 与 受 因 斯 坦 
理论 中 的 线 元 ds? 不 同 ， 这 样 一 放松 似乎 会 有 十 分 严重 的 后 
果 . 虽然 目前 不 再 存在 与 实验 的 直接 矛盾 , 但 是 按照 物理 的 
观点 ”3?, 这 个 理论 已 经 丧失 了 它 原来 所 有 的 令 人 信服 的 力 
量 . 例如 , 现在 电磁 现象 与 世界 度 规 之 间 的 联系 就 不 是 物理 上 
的 联系 而 纯粹 是 形式 上 的 联系 ， 因 为 电磁 现象 与 量 杆 和 时 钟 
的 行为 之 间 不 再 存在 直接 的 联系 ， 仅 在 电磁 现象 与 用 数学 方 
法 定义 为 矢量 的 全 同 移动 的 理想 过 程 之 间 有 一 相互 关系 . 此 
外 ， 志 界 度 规 与 电 之 间 的 联系 只 存在 一 个 形式 的 而 非 物 理 的 


387)” 爱 因 斯 坦 相信 ， 即 使 在 这 一 论述 中 ,理论 也 不 能 与 实际 作 比 较 [Phys. 
ZF.,21 (1920) 651: 也 可 见 注 18]. 
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证 明 ， 这 跟 世 界 度 规 与 引力 之 间 的 联系 有 着 显著 不 同 之 处 ， 
世界 度 规 与 引力 之 间 的 联系 可 以 在 引力 质量 与 惯性 质量 相等 
这 一 点 上 找到 强 有 力 的 实验 支持 而 这 一 点 又 都 是 等 效 原理 
和 狭义 相对 论 的 严格 的 结 

(y) Weyl 几何 学 中 的 5 分 析 在 写 下 场 方程 组 之 前 ， 
我 们 仍 须 简短 地 叙述 一 下 关于 建立 规范 不 变 方程 组 的 形式 的 
法 则 ， 显然 在 Weyl 的 理论 中 ,， 张 量 的 概念 必须 作 这 样 的 改 
， 恋 ， 使 得 表达 一 个 张 量 的 所 有 分 量 为 零 的 方程 组 不 仅 贫 对 于 
站 标的 任意 改变 保持 不 变 , 而 且 还 须 对 于 规范 (477) 的 任意 改 
恋 保 持 不 变 ， 事 实 上 只 把 这 些 量 表示 为 张 量 是 方便 的 ， 它 们 
对 于 恋 换 (477) 只 须 乘 以 入 的 乘 才 Xe，e 称 为 张 量 的 权重 . 因 
此 gw 的 权重 为 +1，g* 的 权重 为 一 1， 在 四 维 世 界 中 一 9 的 


权重 为 2， 按照 (64) 式 或 者 (476) 式 ， T& 是 绝对 的 规范 不 变 


量 , 即 权重 为 零 . 

所 有 那些 只 基于 平行 位 移 概念 的 运算 自然 可 以 直接 地 用 
在 Weyl 的 几何 学 中 ; 只 有 在 计算 T& 时 ， 我 们 必须 用 表达 式 
(66) 和 (476) 来 代 蔡 式 (66) 和 (69)， 因 此 短程 线 在 这 里 仍然 
由 下 列 条 件 规定 ， 即 它们 的 切线 必须 永远 保持 与 它们 本 身 相 
平行 ; 它们 还 要 满足 方程 (80)， 但 是 ， 由 于 (472) 式 和 (474) 
式 ,方程 (77a) (ww 一 常数 ) 必 须 代 之 以 


(ua) 一 一 (nl (bru ). 


假使 在 特殊 的 情况 下 ， 在 短程 线 上 的 某 一 点 ww 一 0， 则 这 个 
关系 将 永远 成 立 ， 这 使 它 也 有 可 能 去 确定 短程 零 线 .短程 线 
也 是 最 短 的 线 的 这 个 性 质 在 Weyl 的 几何 学 中 业已 消失 , 加 
为 曲线 长 度 这 一 概念 在 这 里 已 经 变 成 没有 意义 了 . 正和 象 在 
$ 16 中 一 样 ， 借 助 于 一 个 矢量 沿 着 一 条 闭合 曲线 平行 位 移 的 
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方法 , 我 们 求 得 曲率 张 量 

Bn tT TT (86) 
这 个 方程 中 诸 分 量 的 权重 为 零 , 所 以 Bris 诸 分 量 的 权重 为 +. 
但 是 这 个 曲率 张 量 的 对 称 关 系 与 由 (92) 式 所 决定 的 黎 曼 张 量 
的 对 称 关系 不 同 . Weyl 较 详尽 地 讨论 了 这 一 点 , 并 且 将 (476) 
式 代 入 (86) 式 , 明显 地 计算 了 这 个 曲率 张 量 ， 如 在 $17 中 一 
样 , 我 们 可 求 得 收缩 的 曲率 张 量 Rx[ (94) 式 ], 其 协 变 分 量 的 
权重 为 零 ; 还 有 不 变量 RL[C(95) 式 ], 其 权重 为 一 +， 最 后 $8 19 
和 20 中 的 所 有 运算 在 Weyl 的 理论 中 仍然 有 效 , 但 首先 要 求 
张 量 的 微分 分 量 或 张 量 密度 的 权重 为 零 ， 其 次 要 求 把 表达 式 
(66) 和 (476) 用 于 量 Tw， 应 该 注意 , 只 要 平行 位 移 这 个 概念 
可 以 借助 于 Ts 以 不 变 的 方式 按照 (64) 式 来 确定 , 而 不 必 知 
道 度 规 量 gw, 4; 之 间 的 联系 , 则 对 于 大 多 数 定理 的 证 明 已 是 
十 分 充分 的 了 .Weyl 在 他 的 最 近 几 次 理论 表述 中 非常 强调 
这 一 点 , 并 按 三 个 阶段 发 展 了 他 的 几何 学 ， 在 第 一 个 阶段 中 ， 
他 导出 了 那些 对 于 任意 的 流 形 都 成 立 的 定理 ; 在 第 二 个 阶段 
中 ， 他 导出 了 基于 平行 位 移 (Weyl 称 之 为 仿 射 联络 ) 概念 的 
一 些 关 系 ; 而 在 最 后 的 阶段 中 ， 他 根据 两 种 基本 的 度 规 形 式 
[二 次 型 ，gmdw'dz* (引力 ) 及 线性 型 ， 几 dos( 电 )] 的 存在 推出 
了 结论 ， 这 两 类 现象 之 间 的 联系 (在 早期 理论 中 ,两 者 是 各 自 
孤立 的 ) 可 在 gx 和 由 同时 出 现 于 短程 分 量 Tw 中 这 一 形式 
事实 中 导出 一 个 式 子 来 ， 因 此 也 可 以 在 它们 出 现 于 大 多 数 其 

他 的 规范 不 变 方程 组 中 这 一 事实 中 导出 . 
在 物理 应 用 方面 特别 重要 的 是 Weyl 理论 中 对 于 无 限 小 
的 坐标 变换 和 不 变 积 分 的 论点 ( 见 $ 23) 的 修正 和 引伸 . 首 
先 , 规范 的 无 限 小 的 改变 是 与 无 限 小 的 坐标 变换 等 同 的 ， 令 
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一 1++em(w), 我 们 从 (477) 式 可 得 
gix=emgw (dg*=— emg™), 
pn (482) 
cd = 一 已 Bp 
其 次 , 可 以 清楚 地 看 到 ，Weyl 的 理论 中 只 有 权重 为 零 的 
标量 密度 妈 才 导 致 不 变 积分 | 如 do. 由 于 四 维 世界 中 的 因子 


~Y 一 9g, 于 是 相应 的 标量 的 权重 为 一 2。 所 以 这 一 类 标量 在 以 
下 的 讨论 中 将 起 着 重要 的 作用 .这 些 标 量 中 有 四 个 是 曲率 张 
量 分 量 的 有 理 组 合 ” ， 


部 用， Ri B®, RBR™, PR : (483) 


所 以 在 爱 因 斯 坦 理 论 的 作用 原理 之 中 所 出 现 的 不 变量 及 的 权 
重 为 一 1，Weyl 曾经 指出 过 ， 由 于 (483) 式 的 标量 密度 的 权 
重 为 零 , 一 个 四 维 世 界 比 起 一 个 具有 不 同 维 数 的 度 规划 来 ,有 
显 车 的 优点 。 事 实 上 ， 在 这 样 一 个 艇 中 ， 不 可 能 构成 权重 为 
等, 也 不 会 有 这 样 简单 结构 的 标量 密度 . 

(6) 场 方程 组 和 作用 原理 ,物理 的 推导 ”现在 我 们 来 找 
出 规范 不 变 的 物理 定律 . 按照 Weyl 的 说 法 , 所 有 过 程 必须 归 
结 为 电磁 的 效应 和 引力 的 效应 。 因 此 态 册 , gm 有 十 四 个 独 
立 的 量 可 以 采用 . 但 是 现在 由 于 除了 坐标 变换 下 的 不 变性 以 
外 , 还 要 加 上 规范 不 变性 , 因此 场 方程 组 的 一 般 解 必 须 包 含 五 
个 任意 函数 , 而 不 是 四 个 任意 函数 了 ; 所 以 在 十 四 个 场 方程 之 
间 也 必须 存在 五 个 恒等式 ， 我们 将 会 看 到 ， 其 中 四 个 恒等式 
表示 能 量 -动量 定律 ,相似 于 爱 因 斯 坦 理 论 中 的 情形 ; 而 第 五 


388) RR. Weitzenbock 在 Wiener Ber., math. nat. KL. ITa, 129 (1920) 683 
及 697 中 证 明 , 这 里 所 得 出 的 不 变 式 是 这 种 类 型 的 唯一 的 不 变 式 。 
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个 恒等式 则 表示 电荷 守恒 . 
我 们 将 首先 保留 麦克 斯 韦 方程 组 ， 把 物质 的 能 量 张 量 与 
麦克 斯 韦 张 量 等 同 起 来 ; 其 次 将 在 爱 因 斯 坦 方程 中 只 把 歼 曼 
几何 的 曲率 张 量 代 之 以 Weyl 理论 中 的 曲率 张 量 . 然而 可 以 
看 到 , 只 有 前 一 种 方法 是 可 能 的 而 不 是 后 一 种 。 让 我 们 首先 
来 研究 麦克 斯 韦 理 论 。， 前 已 提 及 , 麦克 斯 韦 方 程 组 的 第 一 组 
方程 是 自然 地 被 满足 的 ， 但 是 由 于 场 强 Fw 的 权重 为 零 ， 在 
四 维 世 界 中 , 这 对 于 相应 的 张 量 密度 的 逆 变 分 量 8” 同 样 地 正 
确 ， 所 以 方程 组 


不 变 ， 这 一 陈述 已 将 Bateman 定理 [麦克 斯 书 方程 组 在 保 角 
恋 换 之 下 (8 28) 是 不 变 的 ] 作为 一 个 特殊 情形 包含 在 内 . 这 样 
的 变换 真正 把 gi 在 狭义 相对 论 中 所 具有 的 正常 值 器 改变 为 
和 8S# ”麦克 斯 让 方 程 组 的 规范 不 变性 与 下 一 事实 有 关 , 即 才 克 
斯 韦 方程 组 赖 以 产生 的 作用 积分 
T=| 3 Fudd 
本 身 是 规范 不 变 的 ， 我 们 在 这 里 要 说 明 一 下 , 麦克 斯 书 能 量 
张 量 [8 30 方程 (223)] 的 标 值 为 零 (似乎 是 偶然 的 ) 的 理由 也 
可 以 在 这 个 作用 积分 的 规范 不 变性 中 找到 ， 因 为 当 Fw 保持 
常量 时 , 按照 $ 55 取 作用 积分 的 变 分 , 会 导致 
57 一 | GX80t00. 
假使 我 们 现在 来 考察 这 个 条 件 ， 即 对 于 规范 的 无 限 小 的 改变 


和 =1+esm(z), J 应 保持 不 变 ， 就 可 以 直接 从 (482) 式 得 出 
Si 一 0389) 
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当 我 们 去 讨论 与 麦克 斯 韦 理论 相反 的 爱 因 斯 坦 理 论 时 ， 
情况 束 完 全 不 同 了 .， 首先, 点 质量 和 光线 的 世界 线 是 短程 线 
这 个 定律 ， 在 Weyl 的 理论 中 不 再 普遍 成 立 了 .， 一 个 点 质量 
仅 在 电磁 场 不 存在 时 才 沿 着 短程 的 世界 线 运 动 ， 并 且 由 于 下 
述 理由 , 短程 线 方程 对 于 光线 已 失去 其 意义 . 即使 不 存在 引 
力 场 , 包含 四 维和 撩 势 由 的 项 将 会 在 短程 线 的 方程 中 引入 光波 
周期 的 振动 函数 .只 有 零 光 锥 的 规范 不 变 方程 

Jindw'dw* =0 
仍然 对 光线 的 世界 线 适用 .企图 在 Weyl 的 理论 中 利用 爱 因 
斯 坦 理论 中 的 场 方程 组 的 尝试 (用 Weyl 的 更 普遍 的 曲率 张 
量 代替 黎 曼 曲率 张 量 ) 由 于 方程 

Giw = — xT 
的 左边 的 权重 为 零 而 右边 的 权重 为 一 4， 最 后 终于 失败 ; 若 取 
过 克 斯 韦 能 量 张 量 为 例子 ， 后 面 一 点 很 容易 看 出 来 ， 这 一 失 
败 是 由 于 下 列 事实 ， 即 产生 爱 因 斯 坦 的 场 方程 组 的 作用 积分 


az 并 不 是 规范 不 变 的 ， 因 为 积分 的 权重 是 1 而 不 是 0 


所 以 假使 我 们 希望 保留 规范 不 变性 原理 ， 我 们 必须 放弃 爱 因 
斯 坦 的 场 方 程 组 。， 可 是 , 最 后 的 论证 已 经 为 求 得 规范 不 变 场 


389) ”在 这 里 不 一 定 要 变更 ,因为 y 只 以 规范 不 变 式 Fs 的 形式 包含 了 它 
们 。 这 一 关系 可 以 应 用 于 Nordstr6m 的 引力 理论 中 。 如 在 8 56 中 所 
述 ,在 这 个 理论 中 , 线 元 的 形式 为 : 
Ge 一 0 了 (dr)?. 


首先 可 以 从 麦克 斯 书 方程 的 规范 不 变性 得 出 : 在 Nordstr6m 的 理论 
中 , 当 存 在 引力 场 时 ,它们 仍然 适用 ,因此 引力 场 对 电磁 过 程 没有 任何 
影响 (例如 光线 不 弯曲 )。 反 之， 由 于 麦克 斯 书 的 能 量 标量 为 零 ， 在 
Nordstrom 理论 中 , 电磁 能 量 不 会 产生 引力 场 , 因为 引力 场 方程 只 包含 
能 量 标量 。 由 上 可 见 , 这 种 情形 也 把 麦克 斯 韦 方程 的 规范 不 变性 作为 
它 的 形式 的 基础 ， 
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方程 组 的 方法 指出 了 途径 .必须 建立 一 个 作用 原理 
8 | W dr =0, (484) 


其 中 积分 对 于 规范 的 改变 也 是 不 变 的 ,假使 在 边界 上 的 变 分 
为 零 ， 而 且 假 使 一 般 地 对 于 和 gw 的 变 分 有 


5 | MW dr -| msdi+ Wd ga) dy, (485) 
则 物理 定律 可 以 表示 为 
wp, 一 0， 又 二 0. (486) 


考察 一 下 积分 | 中 dw 对 于 无 限 小 的 坐标 变换 和 规范 的 无 限 
小 改变 应 该 不 变 这 一 条 件 ， 我 们 可 以 在 这 十 四 个 方程 中 求 得 
五 个 恒等式 , 这 在 上 面 已 经 根据 因果 律 假设 过 了 。 这 些 恒 等 
式 是 | 


OI’ 4 z 
Br + =0 (487) 
OW 1 , 
Bh” 一 了 7 人 鸡 十 可 有 px=0. (488 ) 


其 次 我 们 可 以 考虑 作用 积分 的 变 分 在 边界 上 不 为 零 .这 使 我 
们 可 以 从 作用 不 变量 毫 无 疑问 地 构成 一 个 矢量 密度 引 和 一 个 
仿 射 张 量 密度 G8 它们 恒 等 地 满足 方程 


O03!: _ Or’ 、 Sr __ Or 
act .Ox 以 及 Om Ow (489) 


由 于 物理 定律 ， 其 本 身 可 不 为 零 . 所 以 Weyl 称 引 为 四 维 电 
流 , 而 称 Sw* 为 能 量 分 量 。 因 此 我 们 可 以 看 到 , 在 Weyl 的 理 


1 


se 
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构成 一 个 仿 射 张 量 ( 即 它 只 在 线性 变换 之 下 是 协 变 的 )， 现 在 
已 不 再 能 够 分 解 为 一 部 分 是 由 于 引力 引起 ， 而 另 一 部 分 是 由 
于 物质 本 喘 引 起 ; 因此 在 这 个 理论 中 决 不 会 存在 一 个 物质 的 
能 量 -动量 张 量 T*。 必须 承认 ， 作 用 原理 使 我 们 特别 简单 地 
和 清楚 地 认 清 这 些 关 系 . 但 应 附带 指出 , 物理 定律 应 该 从 一 
个 作用 原理 导出 这 一 点 从 物理 的 观点 看 来 决 不 是 自明 的 . 反 
之 ， 象 在 8 56 中 对 爱 因 斯 坦 理 论 所 导出 的 那样 从 纯粹 的 物 
理 要 求 出 发 去 导出 物理 定律 , 似乎 是 更 为 自然 一 些 . 

为 了 能 够 从 这 一 理论 作出 进一步 的 推论 ， 我 们 现在 必须 
对 于 作用 函数 的 形状 作出 特殊 的 假定 . 这 里 的 可 能 性 的 个 数 
不 象 在 Mie 理论 中 那样 多 .在 那里 ， 可 以 从 任意 的 不 变量 
oj 1，v/ >， … 的 任意 函数 了 (J 2a, *…) 导出 一 个 新 的 不 变量 . 
在 这 里 情况 就 不 同 了 , 因为 不 变量 的 权重 必须 为 一 2, 以便 使 
相应 的 标量 密度 的 权重 为 0 因此, 一 个 新 的 可 容许 的 作用 画 
数 只 可 以 由 一 个 对 这 些 变量 至 多 为 一 次 的 齐 次 函数 所 产生 . 
即使 如 此 , 可 和 容许 的 作用 函数 的 簇 仍 然 是 很 大 的 .最 自然 的 
假定 是 ， 作用 不 变量 应 当 是 曲率 分 量 的 一 个 有 理沙 数 . 因而 ， 
按照 在 (?) 小 节 中 所 述 ， 作 用 函数 必须 是 不 变量 (483) 的 一 个 
线性 组 合 “. 计算 首先 导致 麦克 斯 韦 方 程 组 


BE (208a) 
的 有 效 性 , 而 且 还 导致 四 维 电 流 的 表达 式 
s 一 5( -5 十 Ru) (490) 


”其 中 , 是 在 Weyl 几何 学 中 的 曲率 不 变量 , & 是 一 个 常量 . 
390) 互 , Weyl( 参 阅 注 385，Ann. Phys., Lps.,， 及 Raum-Zeit-Materie) 认 
为 : 特别 是 假定 环 一 二 PusFw 十 oRwswRMI* 可 能 与 实际 相当 。 


65，Weyl 的 理论 273 ， 


对 于 静止 的 情况 , 我 们 可 以 由 上 式 求 得 

一 常 量 . (491) 
假使 用 电荷 存在 , 则 这 个 常量 就 不 能 为 零 .此 外 , 假使 它 是 正 
所 以 不 必要 对 引力 方程 附加 以 特殊 的 入 项 ， 这 是 Weyl 的 理 
论 中 特别 有 价值 之 处 ， 至 于 引力 方程 组 本 身 , 即使 在 不 存在 
电磁 场 ($ 二 0) 时 ， 这 些 方程 还 是 与 爱 因 斯 坦 方程 组 不 一 至 
的 , 如 先前 的 论证 所 预计 那样 , 而 且 它 们 是 高 于 二 阶 的 . 但 是 
可 以 证 明 ， 对 于 在 一 个 “实物 粒子 ”外 部 空间 中 有 一 个 静止 的 
球 对 称 场 的 情形 ， 爱 因 斯 坦 理 论 的 引力 场 (421) 同 时 是 Weyl 
理论 中 引力 方程 组 的 一 个 解 ， 实 际 上 这 种 情形 是 唯一 重要 的 
情形 ， 而 且 确 证 了 水 星 近 日 点 的 进 动 和 光线 的 弯曲 .因此 
Weyl 的 理论 正如 爱 因 斯 坦 的 理论 一 样 ,可 以 解释 水 星 近 日 点 


Wo 


和 


样 的 推论 ， 这 个 问题 再 一 次 地 要 去 确定 场 方程 组 的 那些 静止 
的 , 球 对 称 的 解 , 这 种 解 并 不 是 任何 地 方 都 是 奇异 解 ， 这 又 要 
求 有 一 个 与 实际 相对 应 的 作用 函数 ， 即 对 于 两 类 电 中 的 任 一 
种 应 该 只 允许 有 一 个 解 ， 与 Mie 的 理论 相 比 较 ，Weyl 的 理 
论 有 一 个 本 质 上 不 同 的 新 局 面 ， 表 现 于 正则 性 的 条 件 不 是 在 
无 限 远 处 , 而 在 字 宙 的 赤道 上 ， 因 为 字 宙 是 有 限 的 .因此 , 我 
们 可 以 推测 ， 在 字 宙 的 大 小 与 电子 的 大 小 之 间 存 在 着 一 种 联 
系 , 这 似乎 是 有 些 想入非非 ， 在 这 个 理论 中 , 把 电子 保持 在 一 
起 的 力 , 只 有 一 部 分 是 电力 , 另 一 部 分 则 是 引力 ， 即 使 对 于 作 


8391) 除了 在 注 385 中 所 引 的 Weyl 的 论文 外 ， 也 可 见 W. Pauli, j， verh. 
Gtsch. phys. Ges., 21 (1919) 742, 在 那里 , 特别 是 把 注 390 中 的 作用 
原理 作为 根据 . z 
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用 函数 加 上 了 特殊 假定 (上 面 已 详细 讨论 过 )， 微 分 方程 组 将 
变 得 极为 复杂 , 目前 尚 不 可 能 对 它们 进行 积分 ， 除 此 以 外 , 微 
分 方程 组 对 于 正 电 和 负电 是 相同 的 (参阅 8 67), 所 以 , 根本 不 
能 把 实际 求 得 的 完全 反 称 的 条 件 正确 地 表示 出 来 1 总 之 , 我 
们 可 以 说 ，Weyl 的 理论 在 解决 物质 结构 问题 方面 没有 得 到 
任何 进展 ， 反 之 , 有 些 事例 倒 可 以 说 明 这 一 观点 , 即 决 不 能 按 
照 这 样 的 途径 去 寻求 物质 结构 问题 的 解 , 这 在 8 67 中 将 要 更 
详尽 地 讨论 . 
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爱 因 斯 坦 “ 企 图 从 完全 不 同 的 角度 去 探究 实物 粒子 的 
结构 . 场 方程 组 (401) 和 (全 2) 分 别 是 以 存在 一 个 物质 的 能 
量 -动量 张 量 &&" 这 样 一 个 假定 为 基础 的 , &z 满足 方程 


OA 1 os Ogre | 

一 0. _ (341a) 
这 里 将 保留 这 个 假定 . 由 于 麦克 斯 韦 的 能 量 张 量 

人 xz 一 万 3" 一 地 Pd (222a) 


(参阅 $54) 只 在 无 电荷 空间 才 满 足 这 个 条 件 , 必须 对 从 再 加 
上 一 些 项 ，Mie 曾经 假定 , 这 些 项 是 具有 电 的 性 质 , 即 它们 是 
人 人 由 的 函数 ， 反之 ， A 人 


数 . 昌 队 现 加 不 能 把 雪线 er 丈 为 物质 的 总 能 量 
量 ， 而 且 不 满足 方程 (341a)， 但 爱 因 斯 坦 从 十 分 相似 于 $ 56 


1 参阅 补 往 21 
392) A. Einstein, 9. B. Preuss. Akad. Wiss. (1919) 349; 在 Lorentz- 
Einstein-Minkowski 的 论文 集 Das Relativititspringip (Berlin, 1920 


年 第 五 版 ) 中 也 可 以 见 到 ， 
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a 


过 的 普遍 协 变 要 求 ， 可 得 出 结论 ， 场 方程 组 必须 是 下 列 的 形 
式 : 
Rin+cRgiw= 一 Xe， 


与 gw 成 正比 的 另 一 项 附加 在 这 里 可 以 看 成 多 余 的 . 但 是 由 
于 方程 (341a) 对 于 Eu 不 适用 ， 我 们 不 能 象 以 前 一 样 ， 再 令 


5 一 一 二 6 须 改 用 另 一 个 条 件 来 决定 。 按照 (228) 式 ， 标 量 
Si 为 零 ; 我 们 必须 令 5 二 一 子 , 使 场 方程 组 左边 的 标量 也 恒 等 
地 为 零 ， 对 此 情形 , 场 方程 组 为 


Rw 一 地 gi = 一 Xix. (492) 
此 外 , 电子 论 中 的 场 方程 组 
OF'ix oF : OF'x 
a 十 Boh 十 一 和 全 一 人 (208) 
及 
ct 
0 / (208) 


仍然 成 立 ， 简 单 地 数 计 一 下 就 会 知道 ，(203) 式 和 (492) 式 包 
售 独 立方 程 的 数目 正好 比 所 包含 的 未 知 量 的 数目 少 4, 如 普 
遍 的 相对 理论 所 要 求 的 那样 。 还 应 该 提 及 , 在 此 情形 中 , 场 方 
程 组 不 再 显得 可 由 作用 原理 导出 从 8 54(203) 式 和 (208) 式 
可 以 得 出 ，Sw 的 散 度 具 有 洛 伦 兹 ( 负 的 ) 力 矢量 的 值 . 


— Fig. 


所 以 场 方程 组 (492) 的 散 度 导 致 下 列 关系 式 . 
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1 BR 


因为 Rw 一 到 ge 有 的 履 度 为 夫 - 这 个 关系 式 表 明 ， 就 这 些 场 


[| 


| 


我 们 令 一 DoU 未 可 以 求 得 
oR nt oR _0 
Ori dr 
即 在 一 个 并 且 是 同一 个 物质 元 的 世界 线 上 ， 保持 常量 . 在 
无 电荷 的 空间 中 ， 从 (493) 式 可 以 得 出 


(494) 


因此 : z 
及 = 常量 = Ro. 《495 ) 
在 一 个 实物 粒子 的 内 部 , 召 连续 地 从 值 Ro 减少 为 您 来 您 小 
的 值 , 直至 粒子 的 中 心 。(498) 式 表明 ，(1/4x)R 直接 地 表示 
了 保持 粒子 在 一 起 的 引力 的 势能 

现在 我 们 必须 找 出 物质 的 能 量 -动量 张 量 Tw， 对 此 ， 包 


会 入 项 的 方程 (452) 仍 然 适用 ， 根 据 (458) 式 , 对 于 无 物质 的 


空间 ,我们 有 及 = 一 4\、 与 (495) 式 比较 后 可 知 , 我 们 必须 令 

Ro=—4A, A=— Ro/4. (496) 
这 构成 了 这 个 新 表述 方法 的 主要 优点 之 一 ， 即 常量 和 并 不 是 
基本 定律 本 身 的 特征 , 而 具有 积分 常量 的 意义 .方程 (452) 现 
在 可 以 写成 


Giix 十 开 00tx 一 一 NA 


而 (492) 式 导致 
Griw 十 研 Rgir = — XSiy. 
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于 是 比较 以 上 二 式 后 证 明 
Ta 一 Sa 十 地 -( 玉 一 Bo)gm (497) 


所 以 , 由 于 (492) 式 , 这 个 张 量 自动 地 满足 早先 的 方程 (452)， 
因而 也 满足 方程 (341a). 此 外 , 在 无 物质 的 空间 中 它 为 零 . 因 
此 从 物理 的 观点 看 来 ， 我 们 还 可 以 十 分 合理 地 称 它 为 物质 的 
能 量 张 量 .物质 的 能 量 密度 一 对 是 由 两 部 分 组 成 : 一 部 分 是 
起 源 于 电磁 场 ， 而 另 一 部 分 是 起 源 于 引力 场 ， 两 部 分 都 是 正 
的 ， 不 难看 出 , 具有 恒定 的 质量 密度 (74 一 2 一 73 一 0, 7 一 
一 poc3) 的 且 空 间 为 有 限 的 宇宙 是 新 的 场 方程 组 的 一 个 解 . 所 
有 $62(B8) 的 关系 均 保持 不 变 。 由 (497) 式 算 出 的 电磁 张 量 
Sr? 一 般 为 

St TE 了 T8t, (498) 
因此 , 对 于 这 里 的 情形 


S1= S32=— 3 一 工 joc?, SE=— Mod, (499) 


sn 


源 于 引力 。 电磁 场 对 于 总 能 量 的 贡献 正好 是 与 $63 中 推导 
出 来 的 相同 ,而 那里 的 推导 是 以 对 电子 的 特殊 的 (未 必 是 正确 
的 ) 假定 为 根据 的 . | 

假使 我 们 现在 分 别 从 微分 方程 组 (208) 或 (206), (208) 和 
(492) 去 确定 一 个 实物 粒子 的 场 ， 可 以 发 现 ， 要 在 静止 的 球 对 


和 


衡 状态 ， 虽 然 这 个 理论 的 基础 可 以 说 是 令 人 满意 的 ， 但 是 它 
仍然 不 能 对 于 物质 结构 的 问题 提供 一 个 答案 ， 
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以 上 所 讨论 的 每 一 种 理论 都 各 有 优点 和 缺点 ， 但 是 它们 
都 归于 失败 ， 这 就 促使 我 们 要 专门 去 总 结 一 下 它们 所 共有 的 
缺点 和 困难 . 

所 有 连续 区 理论 的 目的 都 是 根据 以 下 性 质 导 出 电 的 原子 
性 的 ， 即 表示 物理 定律 的 微分 方程 只 具有 一 组 不 连续 的 数目 
的 解 , 这 些 解 到 处 是 正则 的 , 静止 的 而 且 是 球形 对 称 的 .具体 
地 说 , 对 于 任 一 种 正 的 和 负 的 电荷 都 应 该 存在 这 样 的 一 个 解 . 
显然 具有 这 种 性 质 的 微分 方程 一 定 具 有 特别 复杂 的 结构 ,在 


我 们 看 来 ， 这 种 物理 定律 的 复杂 性 本 身 已 说 明了 违反 连续 区 


理论 , 因为 从 物理 的 观点 看 来 , 原子 性 的 存在 本 身 是 很 简单 和 
基本 的 ， 应 当 要 求 也 有 一 种 以 简单 而 基本 的 方式 加 以 解释 的 
理论 , 而 不 应 当 以 分 析 的 手法 出 现 ， 

而 且 , 我们 已 经 知道 , 连续 区 理论 不 得 不 引入 特殊 的 力 使 
之 与 带电 基本 粒子 内 部 的 库仑 斥 力 保 持平 衡 ， 如 果 我 们 假定 
这 些 力 是 电力 , 我 们 必须 对 四 维 矢 势 赋 以 一 种 绝对 的 意义 , 这 
就 导致 在 $64 中 已 经 讨论 过 的 困难 . 另 一 种 假定 是 带电 的 基 
本 粒子 是 由 引力 保持 在 一 起 的 , 这 也 被 一 个 很 有 力 的 , 经 验 性 
论据 所 反对 . 因为 在 这 一 情形 中 , 人 们 可 以 期 望 , 在 电子 的 引 
- 力 质 量 与 它 的 电荷 之 间 存 在 着 一 个 简单 的 数值 关系 . 实际 上 ， 
这 个 有 关 的 无 量 纲 的 数 e/(mw/ 4 ) (4 一 通常 的 引力 常量 ) 的 
数量 级 为 10”( 也 可 以 参看 § 59). 

还 必须 要 求 场 方程 组 应 该 说 明 两 类 电荷 之 间 的 反 称 性 
(质量 上 的 差别 )!. 但 是 容易 看 出 , 从 形式 的 观点 来 看 ， 这 是 


i 参阅 补 注 23. 
#4 参阅 补 注 21. 
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与 它们 的 普遍 协 变性 相 予 盾 的 ， 对 于 静止 的 情况 ， 除 了 
gix(2%, 上 二 4，2, 3, 或 ,8 二 4) 外 ， 场 方程 组 只 包含 作为 变量 
的 静电 势 pg， 作为 普遍 协 变 性 的 一 种 特殊 情况 ， 微 分 方程 组 
必须 是 在 时 间 反 演 2“= 一 w* 下 是 协 变 的 . 但 是 此 时 2 变 成 
一 9, 而 giw 保持 不 变 〈 在 我 们 的 情形 中 ， 对 于 4 一 1 2, 3, gw 
一 0)， 因此 若 g, gx (gu 一 0) 是 场 方程 组 的 一 个 解 ， 则 
一 9p, gw(9ia 二 0) 也 是 一 个 解 , 这 与 两 类 电 的 反 称 性 相 了 矛盾 . 人 
们 可 以 引入 无 理 作用 函数 来 逃避 这 种 结论 ， 如 在 864 末 所 指 
出 过 的 那样 . 然而 首先 场 方程 组 会 变 得 更 复杂 , 其 次 , 选择 作 
用 前 数 的 明显 的 分 支 不 能 按 普遍 的 协 变 方式 来 进行 ， 例 如 对 
于 时 间 反 演 2“= 一 2 协 变性 就 不 再 成 立 . 

最 后 应 该 提 一 下 一 个 在 观念 上 的 可 疑 之 处 *?， 连续 区 
理论 直接 利用 了 通常 的 电场 强度 的 概念 ， 即 使 对 于 电子 内 部 
的 场 也 如 此 . 然而 这 个 场 强 的 定义 是 作用 于 一 个 试验 电荷 上 
的 力 ， 由 填 没 有 比 电 子 或 氢 核 更 小 的 试验 电荷 ， 因 此 按照 定 
义 , 在 这 样 的 一 个 粒子 内 部 某 一 点 的 场 强 是 不 能 观察 的 , 因而 
是 虚构 的 , 也 是 没有 物理 意义 的 . 

不 论 人 们 对 这 些 论点 所 持 的 态度 如 何 ， 下 述 的 这 一 点 似 
乎 是 十 分 肯定 的 : 在 人 们 能 够 获得 物质 问题 的 一 个 令 人 满意 
的 解 之 前 ， 必须 在 到 目前 为 止 记 发 展 的 理论 的 基本 结构 中 ， 附 
加 以 场 的 连续 区 概念 以 外 的 新 的 因素 . 


393) W. Pauli, jr., Phys. 2., 20 (1919) 457., 
394) ”参阅 注 391, W. Pauli, jr., 同 前 ,及 “Nauheimer Diskussion”, Phys. 
Z., 21 (1920) 650 . 
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注 1 (第 x 页 ) 有 关 相 对 论 近代 发 展 方面 的 书目 选 录 

A. Einstein, The Meaning of Relativity (5th edn., Princeton 
1956).(& 相 对 论 的 意义 », 科学 出 版 社 已 出 版 中 译本 ) 

M. v. Laue, Die Relativitiatstheorie (Braunschweig). 

Vol. 1, Spesielle Relativitatstheorie (6th edn., 1955). 
Vol. 2, Allgemeine Relativititstheorie (3rd edn., 1953). 

H. Weyl Raum-Zeit-Materie(5th edn., Berlin 1923). 英 译 本 (有 
新 的 序言 ) Space-Time-Matter (New York 1950). 

A. S. Eddington, The Mathematical Theory of Relativity (2nd 
edn. Cambridge 1924; 1953 年 重印 )， 德 译本 (Berlin 1925) 有 爱 因 
”斯 坦 写 的 附录 ， 

Richard C. Tolman, Relativity, Thermodynamics and Cosmology 
(Oxford 1934). : 

P. G. Beremann, An Introduction to the Theory of Relativity( New 
York 1942). (< 相对 论 导论 > 高 等 教育 出 版 社 已 出 版 中 译本 ). 

EE. Schredinger, Space-Time Struciure (Cambridge 1950)., 

A. Lichnerowicz, Théories rélativistes de la gravitation et de 
électromagnétisme (Paris 1955). 

卫 . Jordan, Schwerkrafi und Waltall (2nd. edn., Braunschweig 
1955). Cinguant’ anni di relativitd 1905~ 1955 (Florence 1955). 

Proceedings of the Congress “Jubilee of Theory of Relativity” 
Berne, July 1955, Helv. phys. acta, Suppl. IV. 1956. 

Volume “Einstein” in the Iibrary of living Philosophers (Evan- 
ston 1949; 2nd edn., 1951, German translation, Stuttgart 1955). 

注 2 (第 5 页 ) 
R. J. Kennedy 与 E. M. Thorndlike [Phys. Rev. 42 (1932) 400] 


对 迈克 尔 逊 实验 进行 了 一 项 重要 的 改变 ， 其 中 干涉 仪 的 两 臂 的 长 度 之 
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差 保 持 很 大 的 数值 。 这 个 实验 的 否定 结果 排斥 了 光线 在 地 上 实验 室 中 
穿 过 任 一 条 闭合 路 线 所 需 的 时 间 与 地 球速 度 相 关 的 可 能 性 . 也 可 以 参 
看 囊 . 卫 . Robertson [Rev. Moa. Phys., 21 (1949) 378.] 对 这 个 实验 所 
作 的 理论 探讨 , 
注 3( 第 1 页 ) 

目前 ， 利 用 地 球 外 的 光源 〈 太 阳 和 星体 ) 所 作 的 迈克 尔 逊 实验 已 经 
由 也 . Tomaschek [4nn. Phys. Lps., 73(1924) 105.] 做 过 , 得 到 了 否定 
的 结果 . z 
注 44 《第 26 页 ) 

卫 ，Pogany 曾经 重复 做 过 Harress 和 Sagnac 的 实验 [Ann. Phys. 
Lpz., 80(1926) 217; Naturwissenschafien, 15 (1927) 177; Ann. Phys. 
Lpz., 85 (1928) 244]. 检验 地 球 的 转动 的 光学 实验 已 经 做 过 : A. A. 
Michelson, Astrophys. J. 61(1925) 137 及 A. A. Michelson and H. 
G. Gale, Astrophys. J. 61(1925) 1401. 

注 5 (第 37 页 ) 

二 阶 的 多 普 勤 效应 实际 上 已 经 被 实验 所 证 实 ， 实 验方 法 是 把 方向 
”相反 的 两 束 光 线 的 频率 移动 的 算术 平均 值 与 原子 在 静止 时 所 发 射 的 没 
有 移动 的 光 频 率 进行 比较 .这 个 实验 已 经 由 瑟 . BE. Tves 和 0C. RBR，8Stil- 
well [J. opt. Soc. Amer., 28 (1938) 215; 31 (1941) 369.] 做 过 ，G. 
Otting [Phys. 和, 40 (1939) 681] 也 重 做 了 一 次 。 狭义 相对 论 的 预言 
以 很 大 的 精密 度 为 实验 所 证 实 . (所 以 本 书 中 第 19 页 所 提 及 的 
Abraham 的 建议 也 为 实验 所 驶 倒 ,》 

介子 衰变 的 寿命 对 于 它们 的 能 量 的 依赖 关系 是 实验 上 证 明 狭 义 相 
对 论 的 时 间 脱 胀 的 好 办 法 .理论 上 ， 这 个 寿命 应 该 是 与 相对 论 所 定义 
的 粒子 的 能 量 成 正比 的 (参看 8 37), 从 定性 上 说 来 , 这 个 效应 用 宇宙 射 
线 中 # 以 及 人 工 产生 的 介子 中 # 都 能 验证 , 但 是 在 目前 , 精密 度 并 不 是 很 


+ 例如 , 见 B. Rossi and D. B. Hall, Phys. Rev., 59 (1941) 223. 

+ R. Durbin, H. H. Loar and W. W. Havens, Phys. Rev., 88 (1952) 179 
(特别 是 183 页 )， 测 定 了 动能 为 ?3 Mev. 的 w- 介 子 的 寿命 , 因此 时 间 脱 胀 
因子 约 为 1.5。 测 得 的 膨胀 与 这 个 数值 符合 的 程度 到 百 分 之 十 ，。 
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好 的 , 因为 到 现在 为 止 , 所 有 实验 并 不 是 为 了 验证 时 间 脱 胀 的 理论 公式 
这 个 特定 目的 而 进行 的 ， : 
注 5a (第 44, 57, 58, 60，62 页 ) 

这 个 术语 并 未 见 之 于 文献 。 一 个 面 张 量 的 秩 应 与 张 量 指标 的 数目 
不 同 这 一 点 ， 对 于 今天 的 读者 来 说 是 特别 不 习惯 的 。 例如 曲率 张 量 在 
这 里 被 称 为 “二 阶 秩 面 张 量 ”, 而 它 的 指标 的 数 且 却 为 4. 

注 6 (第 51 员 ) 

放弃 从 张 量 gw 所 确定 的 空间 度 规 中 导出 “短程 分 量 ” Tw 的 任何 
方法 , 在 逻辑 上 是 可 能 的 。 因此 “大 张 量 场 ”IT% 可 以 公理 式 地 假定 它 
满足 变换 定律 : 

rm, OX” Ox: ( Do rt O27" ) 


BT Ort\ Ox rs Dr30 


pn Pr 8 Dt 
-Tt 机 辣 中 四 
这 是 与 关于 逆 变 矢量 的 平行 位 移 这 一 普遍 协 变性 的 定义 4647 等 价 的 ， 
若 不 用 本 书 中 明显 地 包含 有 度 规 的 方程 (67), 则 必须 在 这 里 假定 
逆 变 矢量 o 与 协 变 矢 量 2 的 任何 标 积 tb 在 平行 位 移 之 下 的 不 变性 . 
由 条 件 
(gb,)=0 


我 们 可 以 从 C64) 式 导出 协 变 矢量 的 位 移 定律 


db ny dr 
ti at b,, (2) 


这 种 对 于 牧野 几何 学 的 推广 称 为 “ 仿 射 几何 学 ”， 天 量 的 平行 位 移 
称 为 “ 仿 射 联结 ”, 而 它 所 确定 的 空间 称 为 “ 仿 射 联结 空间 ”. 

首先 , 保持 工 的 对 称 性 条 件 (65) 似乎 是 很 自然 的 , 因为 按照 变换 
定律 (DD, 在 恰当 的 意义 上 ,T' 的 反对 称 部 分 将 是 一 个 新 的 独立 张 量 ， 
只 有 IT" 的 对 称 部 分 可 以 局 部 地 在 某 一 点 变换 掉 ， 但 是 在 注 33 中 ,在 
把 这 种 推广 了 的 仿 射 几何 学 应 用 于 物理 学 时 , 我 们 还 要 去 讨论 非 对 称 
的 也 ， | 

不 过 , 在 下 面 的 注 7 中 ,我 们 只 限于 讨论 对 称 的 工 ， 
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注 ? (第 79 页 和 第 92 页 ) 

(a) 在 仿 射 联结 空间 中 的 协 变 微分 1， 不 用 任何 度 规 , 借助 于 短程 
分 量 Po 一 Tow 本 书 中 第 79 页 所 述 的 Ricci 和 Levi-Civita 的 协 变 微分 
可 以 唯一 地 了 予以 确定 。 这 里 与 正文 中 稍为 不 同 ， 我 们 用 分 号 来 表示 协 
变 微分 , 例如 [参看 (148a) 式 和 (148b) 式 ] 四 


Qi, 一 3 十 了 QT (1) 
Di 一 2 一 了 pr (2) 
对 于 一 个 标量 c, 可 以 假设 
Cn = (3) 
而 对 于 一 个 有 收缩 或 者 无 收缩 的 积 ,一 般 的 法 则 为 
(G20%), = .0b + bs,, (4) 


这 就 是 说 明 , 积 的 协 变 微分 相似 于 积 的 通常 微分 ， 利用 法 则 (37 和 (4)， 
我 们 可 以 从 (或 (2) 的 任 一 个 公式 导出 另 一 个 公式 , 因为 在 下 式 
(a°b) ;= a 0s + 0s. 

中 , 含有 工 ; 的 项 消去 了 . 

而 且 ， 本 书 中 张 量 的 协 变 微分 的 一 般 公式 (152) 是 与 乘积 法 则 (4) 
相 一 致 , 如果 假 定 特殊 情形 (1), (3) 或 (2), (3) 是 成 立 的 ， 还 可 由 法 则 . 
(4) 得 出 这 个 公式 . : 

把 平行 位 移 的 概念 从 矢量 推广 到 所 有 的 张 量 并 不 难 ， 一 个 任意 张 
量 场 4 在 沿 着 给 定 曲 线 作 平 行 位移 时 的 不 变性 的 条 件 可 以 写成 


ar oo =0. (5) 
假使 4 不 作为 一 个 场 , 则 必须 把 
Ba: dxr 
OZ7 dat 


代 之 以 


1 和 这 个 题目 有 关 的 一 篇 标准 的 文献 ,可 参阅 J. A. Schouten, Ricei Caleulus 
(Berlin and London, 1954, 2nd ein.). | 
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ga 
at ” 
因此 (5) 式 决定 了 a 沿 着 给 定 路 线 的 依赖 关系 . 
我 们 还 可 以 注意 到 , (152) 式 是 与 通常 以 Kr6necker 记号 学 标示 的 
混合 张 量 的 协 变 微分 为 零 相 一 至 的. 
把 乘积 法 则 (多 应 用 于 二 秩 张 量 ai 的 行列 式 D 一 detjaw| ( 它 象 9 
一 样 变换 ), 可 以 求 得 


oD 


PB 


— 2T'%,D, 


所 以 


一 了 “xz 


(VD)s= 2 


由 此 式 及 (3) 式 , 对 于 任意 的 标量 密度 站 =aVD, 可 以 得 出 
ou 


Ua Td (6) 
但 是 对 于 一 个 矢量 密度 的 散 度 , 已 被 消去 ， 
,= (6a) 


OX” 
(参看 第 73 页 ) 
(b) 在 仿 射 联结 空间 中 的 曲率 张 量 。 8 16 的 考虑 导致 了 曲率 张 量 
的 方程 (86) 


DT om ce oe 
Rj 一 Ee Ee 十 了 wa td To ks (7) 
这 方程 在 仿 射 空间 中 仍然 成 立 ， 因 为 它们 并 未 包含 度 规 。 这 个 张 量 仍 
具有 对 称 的 性 质 
R= — Pg FM t RYmt R=0. 《7a) 


但 是 , 现在 没有 简单 的 方法 使 第 一 个 指标 下 降 , 因而 并 不 类 似 于 黎 曼 曲 
率 张 量 Rows [参看 (92)] 在 前 两 个 指标 上 具有 反对 称 的 性 质 . 

这 对 于 收缩 的 曲率 张 量 会 有 一 个 重要 的 结果 ， 类 似 于 (93) 式 和 
(94) 式 ,收缩 的 曲率 张 量 可 规定 为 


Tx= 让 Ol a 2 0 十 了 4 Tg — TT lg, (7b) 


Boe Ox° 


Ct 
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这 个 张 量 厅 再 是 对 称 的 了 ， 因 此 可 以 直接 地 分 解 成 它 的 两 个 不 可 约 部 
分 ,一 部 分 是 对 称 的 , 一 部 分 是 反对 称 的 : 
Ri = Pset Bsr, 
ik 和 
1 of Ca oT a of i a os RY 
Ru~Ru= 二 ( Bo 十 Br ) 一 与 才 十 了 at %e—1 2 ae (8) 
[这 里 我 们 对 于 局 用 了 对 称 性 条 件 《65)], 以 及 
By 一 By 一下 (? 


2\ Or Ox 
后 者 满足 恒等式 


BR 20R，aRa 

0 C10) 
因为 标量 密度 (第 43 页 ) 对 于 变 分 原理 (8 23) 来 说 是 重要 的 , 我 们 在 这 
里 提 一 下 ， 用 代数 方法 (不 用 微分 ) 从 曲率 张 量 构成 的 最 简单 的 标量 密 
度 为 


$1 = VIA |. C1) 
事实 上 , 任 一 个 二 秩 张 量 都 可 以 按 此 方式 用 来 构成 一 个 不 变 的 体积 元 ， 
和 通常 用 度 规 张 量 来 构成 那样 
还 可 以 用 
RoR z (12) 
确定 归 一 化 了 的 子 行列 式 了 zz， 并 用 它们 来 升 高 BR 的 指标 
Rt — Rn 有 Ra (13) 
因此 最 简单 的 不 变量 为 l 
I RwRY = ERR Re Re. (14) 
把 (11) 式 和 (14) 式 结合 起 来 , 可 得 标量 密度 
$= G ta RwRw Rr Rn )Y TietlEal], (15) 


其 中 含有 一 个 任意 的 数值 因子 4。 它 包含 有 用 加 号 加 在 一 起 的 两 部 分 ， 
这 正 是 那些 为 了 “一 致 ”使 各 个 作者 力图 避免 的 . 《参阅 下 面 , 注 23)1. 


1 仿照 补 注 20 中 所 考虑 的 方式 可 以 构成 第 三 个 不 变 式 。 
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(ce) Bianchi 恒等式 ， 在 书 中 第 69 页 讲 到 的 恒等式 


Qsni— Anix—= — Ein a (16) 
对 于 描述 Bianchi 微分 恒等式 是 很 有 用 的 ，Bianchi 恒等式 对 于 黎 曼 空 
间或 更 普通 的 仿 射 空间 都 有 效 ， 
对 于 一 个 任意 的 二 秩 张 量 5w， 从 (16) 式 可 以 得 出 
Spim— Sipmt = — (Rm nt Bmd ne). (17) 
例如 , 首先 可 对 于 特殊 的 张 量 5S; 二 a.bx 得 出 上 式 ;但 是 由 于 这 个 关系 对 
于 Su 的 分 量 是 线性 的 ,所 以 它 对 于 这 些 特殊 张 量 之 和 也 适用 ， 从 而 对 
于 一 个 一 般 的 二 秩 张 量 也 适用 . 
在 (17) 式 中 , 令 5 二 asw, 并 且 加 上 %, 4, m 的 三 个 循环 排列 , 若 计 
及 区 wm 的 循环 对 称 (7a)， 可 以 求 得 
(Giglim — Cost;m) + (Gistmsk — Cmte) + (Gamsgsl — Qs:ms1) 
= — (Rmadpr tt RAmydns + Bi Gn;m). (18) 
男 一 方面 ， 将 (16) 式 对 m; 作协 变 微分 , 然后 作 *, mm 的 循环 排列 ， 可 
以 求 得 . 
(Gpitm — stim) + (Gsm — Dismstg) + Cssmisl 一 Gan) 
=—— (RMman tt Riim Anm t RNmdn) — Binym t+ Bm t+ Rimis) An 
(19) 
(18) 式 的 左边 是 与 (19) 式 的 左边 等 同 的 . 除了 项 的 次 序 有 差别 外 , (18) 
式 的 右边 与 (19) 式 右边 的 第 一 个 三 项 式 也 是 等 同 的 。 因 此 ，(19) 式 右 
边 的 第 二 个 三 项 式 必须 对 于 任 一 矢量 为 零 . 这 就 表 出 了 著名 的 
Bianchi 恒 等 式 
RNymt Rm + Pim = 0. (20) 
进行 收缩 ,使 h=k 二 a, 可 得 
Rivm— BRimitt Rima—0 
或 者 改变 指标 的 记号 , 则 得 
Rs ™— Dhrst +R%ina=0, (21) 
(qd) 在 ey 只 要 假定 度 规 场 gu 在 


二 
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然 地 结合 在 一 起 .因此 , 按照 (5) 式 ,可 直接 表 出 
9iir 一 0 (22) 
或 者 
9ax 


DT — gspl er — gual pr 一 0， 


由 于 (66) 式 ， 上 式 是 与 (68) 式 等 同 的 。 对 于 对 称 的 ', 芽 , ,, 的 表达 式 
(69) 可 以 从 上 式 得 出 . 
条 件 (32) 等 价 于 
g%,=0, (22a) 
这 是 与 正文 中 的 方程 (71) 等 同 的 .借助 于 度 规 张 量 ， 使 我 们 能 够 上 升 
或 下 降 协 变 微分 后 的 张 量 的 指标 。 如 通常 那样 , 如 果 
05 一 9irG ， 4 一 ga | 
我 们 还 可 得 , 
ir — ad" Op gayy * (23) 
我 们 注意 到 , 正文 中 的 方程 (67) 也 是 与 (22) 式 等 价 的 ， 由 于 (3) 式 、 
乘积 法 则 (4) 和 正文 中 的 方程 (64)， 实 际 上 可 以 有 


GQ /ipr\ tk QL” 
9 ) Gaprs 人 DT 。 


我 们 现在 不 难 再 一 次 导出 度 规 曲 率 张 量 的 其 余 的 对 称 性 质 
Ririm = — Hopsim (24) 
或 
ginle vim + grn Pim=— 0 (24a) 
这 是 借助 于 由 满足 (22) 式 的 并 由 (66) 式 和 (69) 式 所 给 定 的 特殊 的 了 
而 构成 的 . 

为 此 目的 , 我 们 只 须 在 普遍 公式 《17) 中 的 Sa 插入 gin， 由 于 (22) 
式 , 左边 为 零 ,所 以 右边 也 必须 为 零 , 这 是 与 (244) 式 等 同 的 。 

在 8 16 中 曾经 证 明 , 从 (24) 式 可 以 得 出 收缩 的 曲率 张 量 Bi 的 对 
称 性 ,这 意思 是 指 它 的 反对 称 部 分 Rs 为 等 .就 是 这 一 点 使 得 对 于 度 规 
空间 L 参 看 64 页 的 方程 (113)] 从 曲率 张 量 构成 不 变量 是 有 这 样 的 唯一 
性 , . 

最 后 , 我 们 从 上 面 根据 Bianchi 恒等式 得 出 的 方程 组 (21) 来 导出 关 
于 张 是 。 
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1 
Gi = Pig — py gixB 


的 恒等式 (182a, b)[ 参 看 (109)], 在 协 变 微分 计算 中 这 可 以 写成 
Gs 一 Gp =0, (25) 
为 此 具 的 , 我 们 只 须 对 (21) 式 乘 以 gw， 并 对 指标 九 和 天 进行 收缩 ， 
利用 (23) 式 以 及 gxR4giz 一 BR [参看 (93) 式 ], 可 以 得 到 
R%,— Rt Ra=0 
或 加 
2 (五 一 可 55R) 一 0， 


这 是 与 (35) 式 等 同 的 . 爱 因 斯 坦 在 他 的 后 期 著作 中 也 强调 了 广义 相对 
论 中 最 基本 的 四 个 恒等式 (25) 与 Bianchi 恒等式 之 间 简 单 联 系 的 重要 
性 ， 
注 8 (第 92 页 及 第 219 页 》 

在 正文 中 (第 92 页 ) 曾 经 叙述 过 : “经 过 显明 的 计算 可 以 证 明 
-过 A 一 一 Gu 一 MV 一 9Gii 
式 中 Gi 即 公 式 (109) 所 确定 的 张 量 . 

在 那里 还 指出 可 以 参考 Palatini 的 一 篇 论文 [参看 脚注 (105)]， 

Palatini 的 方法 如 下 ， 他 首先 注意 到 ， 按 照 (71) 式 , 并 场 的 变 分 
56T'% 是 一 个 真 张 量 , 它 不 同 于 I% 本 身 ， 利用 表示 Bin 的 公式 (94), 可 
以 得 到 

6R;; = (OT % 0) ;~ (6T" Tp) ;re (1) 

这 首先 可 以 直接 看 出 , 因为 在 一 个 短程 坐标 系 中 的 一 个 特殊 点 上 ,Ta 本 
身 〈 并 非 一 定 要 它们 的 导数 ) 为 零 . 因此 从 方程 两 边 的 普遍 协 变 性 可 
知 , 这 个 方程 是 普遍 成 立 的 . 

利用 协 变 微分 的 乘积 法 则 , 可 以 得 到 

MV — gg9*6Riy = [V—g9(9"6T%— gOT") J; 
+ [CV -99%);— CV 99 IOT". 

第 一 项 是 作为 一 个 矢量 密度 的 协 变 散 度 ， 亦 即 按照 注 7? 中 的 方程 

(6a), 这 一 项 是 作为 一 个 通常 的 散 度 , 对 体积 进行 积分 后 ， 这 一 项 就 产 
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生 一 个 曲面 积分 ， 假 使 六 场 的 变 分 在 边界 上 为 零 , 则 面积 分 为 零 ， 因 
此 ,我 们 尚 保留 了 
[v508Raas= [CCV 00%) — CV T0021 Tado + | 


(2) 
所 以 利用 | 
Rixd (V —g9") 一 人 一 (Ro 一 可 guB dg* = ndg™ 
可 求 得 1 
s [az= CR LO SAR 
(3) 


到 现在 为 止 , 我 们 尚未 用 过 使 度 规 张 量 的 协 变 导数 为 零 的 方法 ,[ 注 7， 
方程 (22) 和 (23) .] 假使 我 们 这 样 做 ， 则 (3) 式 右边 的 第 二 个 积分 为 零 ， 
从 而 证 明了 92 页 中 的 公式 (180)， 根据 Palatini 的 这 种 推演 ， 尚 存在 
着 一 个 变相 的 作用 原理 (参看 书 中 8 57), 那里 10 个 函数 g* 和 40 个 函 
数 Try 是 作为 独立 变量 来 处 理 的 +. 

只 要 作用 积分 的 物质 部 分 的 被 积 函数 双 [参看 正文 中 方程 《40 和约 ] 
并 不 明显 地 包含 Pr 则 按照 (3) 式 对 Tu 变 分 , 即 得 ， 

(Vg99*);— CV —99");6*=0, 

从 上 式 我 们 可 以 容易 地 导出 gr=0. 因 此 ,正如 引力 场 方程 (401) 一 样 ， 
这 些 方程 , 作为 场 方程 组 的 一 部 分 , 是 变 分 原理 的 成 果 . 

作用 积分 的 物质 部 分 对 不 应 当 依赖 于 了 mw 这 一 条 件 必 然 是 满足 无 
电流 电磁 场 的 [参看 方程 (172)]。 但 是 对 于 物质 的 一 般 表 示 ， 经 典 场 概 
念 的 适用 性 就 受到 限制 , 而 且 在 我 看 来 ,上述 条 件 并 非 是 无 意义 的 . 特 
别 是 在 观 包含 旋 量 场 的 情形 中 , 需要 作 更 为 严密 的 研究 . 

在 黎 曼 空间 中 , 在 我 看 来 ,一 开始 就 可 以 较 简单 地 和 较 自然 地 假定 
恒等式 

gixr 二 0 或 9 一 0 

成 立 , 并 且 在 变 分 原理 中 , 只 把 10 个 函数 gx(z) 作为 独立 变量 处 理 。 


rr 一 一 


+ A. Finstein, S. B. preuss. Akad. I iss. (1925) 414., 
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关于 在 爱 因 斯 坦 的 场 方程 组 中 利用 Palatini 的 方法 , 可 以 参看 
注 23， 


注 8a (第 94 页 )+ 
正文 中 方程 (184) 的 恒 等 性 质 , 即 
0 x _ 
Fl 十 已 三 0 (1) 
根据 已. Freud 首先 导出 的 关系 
__ O83 
+ 二 pn (II) 
就 变 得 显而易见 , 式 开 中 内 , 立 对 于 有 和 7 是 及 对 称 的 ， 
B+B*=0. (III) 


这 位 作者 对 于 仿 射 张 量 密度 还 导出 了 表达 式 
2 由 ”一 V 一 9[6 (gg Ts,,) +or (GI —g Th,) 
+ (gr gr 7 )]. 0 
把 正文 中 关于 | aw 对 任意 函数 6 取 变 分 的 结果 (181) 式 加 以 推广 , 也 


可 以 由 此 导出 Freud 的 结果 , 但 必须 计 及 曲面 积分 对 (177) 式 的 贡献 ， 
由 于 (182a) 式 ,经 过 某 些 变换 后 , 可 求 得 


6 | ydz=3 | 2 | et Ge | aaw， (3) 
其 中 
05 ,I ss OV—gg") 1 a(V gg) : 
dk dr i 天 = 一 一 -一 -一 
Be ato Br 3 Or C3) 


(2) 式 中 的 被 积 函 数 对 于 任意 函数 &! 取 为 零 正 好 得 出 恒等式 (I), (II)， 
GT)， 而 表达 式 (3) 就 变 成 与 Breud 的 表达 式 (1) 等 同 . 

恒等式 (IT) 是 很 有 用 的 ， 因 为 它 使 我 们 在 计算 总 能 量 和 总 动量 的 
体积 分 时 , 可 作为 通过 一 个 曲面 的 通 量 来 计算 . 


1 P. Freud, Ann. Maih., Princeton, 40 (1939) 417. Freud 用 下 式 
l=x(t*+TH)M 一 9 
来 表示 本 书 中 用 一 (zx 十 地/) 表示 的 表达 式 ; 所 以 他 的 T8 与 我 们 的 ba 
符号 相反 . 
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注 9 (第 112 页) 

今天 , 能 量 和 动量 对 速度 的 相对 论 性 依赖 关系 在 所 有 关于 高 能 粒 
子 的 实验 中 已 经 公认 为 理所当然 的 了 一 一 无 论 是 存在 于 宇宙 射线 中 的 
高 能 粒子 或 者 是 把 带电 粒子 放 入 高 能 加 速 器 (回旋 加 速 器 ， 电 子 加速 铝 
等 ) 中 人 工 产生 的 高 能 粒子 。 因为 在 计算 这 些 加 速 器 中 的 粒子 的 轨道 
时， 相对 论 公式 也 是 主要 的 公式 ， 它 的 计算 结果 总 是 与 实验 一 致 的 . 

M. M. Rogers，A. W. McReynolds 和 卫 . T. Rogers 已 经 在 接近 于 
0.8c 的 速度 范围 内 完成 了 验证 电子 的 相对 论 质 量 公 式 的 特殊 实验 
[Jr., Phys. Rev., B? (1940) 379]. 

注 10 (第 118 页 ) 

本 书 在 这 里 有 一 个 历史 性 错误 ， 所 讨论 的 作用 原理 早已 由 J. J. 
Larmor 建立 出 来 了 [参看 他 的 书 : 4ether and Matier(Cambridge 1900) 
第 六 章 ]. 

注 11 (第 150 页 和 155 页 ) 

劳 厄 [参看 他 的 Relativitatstheorie 一 书 , 第 一 卷 (第 六 版 , 1955) 
$ 19.] 已 经 证 明 ， 只 有 闵可夫 斯 基 的 非 对 称 能 量 - 动 量 张 量 对 于 运动 物 
体 的 唯 象 描述 才 是 正确 的 〈 正 如 它 在 静止 的 晶体 中 那样 )， 他 的 论点 还 
强调 了 速度 合成 定理 对 于 射线 速度 的 适用 性 [参看 正文 中 方程 (312)]， 
射线 速度 只 与 这 个 不 对 称 的 张 量 一 致 
注 12 (第 161 页 ) 

Lewis 和 Tolman 的 讨论 方法 在 相互 碰撞 的 球体 的 重心 坐标 系 中 
比较 简单 . 

注 13 (第 167 页 》 
质 能 相当 性 的 一 个 十 分 显著 的 例子 是 两 个 异 号 电荷 的 电子 〈 正 电 
子 和 负电 子 ) 对 的 潭 灭 辐射 ， 在 这 里 全 部 质量 已 转换 成 辐射 能 量 .[ 关 
于 发 射 光子 的 波长 的 定量 测定 可 参看 J, Du Mond, D. A. Lind 和 B. 
B. Watson, Phys. Rev. ?Bb (1949) 1226. | 

在 核反应 中 质量 和 能 量 相 平衡 的 第 一 个 定量 验证 是 J. D. Cock- 
croft 和 卫 . 下 . Walton 完成 的 [Proe. Roy. Soc. A.137(1932)229j, 在 这 
项 反应 中 , 利用 质子 对 质量 数 为 7 的 Li 核 的 撞击 放射 了 两 个 -粒子 . 
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今天 , 爱 因 斯 坦 所 假定 的 质 能 相当 性 (能 量 的 惯性 ) 是 原子 核 物理 
学 的 最 可 靠 的 基础 之 一 。 它 提 供 了 把 基本 粒子 的 质量 值 解释 为 能 量 本 
征 值 的 方案 . 

注 14 (第 208 页 ) 

由 于 各 种 微 扰 效应 ， 目 前 关于 太阳 中 谱 线 的 红 向 移动 还 没有 什么 
进展 ; 对 于 天 狼 星 伴星 中 的 红 向 秘 动 ， 实 验 与 理论 符合 得 很 好 .由 于 星 
体 的 密度 异常 大 , 红 向 移动 约 比 太 阳 大 30 倍 ， 详情 请 参看 Proceedings 
of the Congress “Jubilee of Theory of Relativity”，Berne, 1955, 已 选 
入 在 注 工 中 . 

注 15 (第 213 页 ) 

第 213 页 中 关于 物质 (包括 电磁 场 ) 的 动量 -能 量 定律 (341a) 不 过 
是 引力 场 方程 组 (401) 的 结果 这 一 事实 ,使 人 们 可 以 期 望 : 物质 粒子 [ 它 
们 可 以 唯 象 地 用 能 量 -动量 张 量 Bj, 方程 (322), 第 159 页 , 来 描述 ] 的 
运动 定律 必须 也 可 从 这 些 场 方程 得 出 而 不 必 作 进 一 步 的 假定 . 

这 点 实际 上 已 经 被 爱 因 斯 坦 和 他 的 合作 者 在 一 系列 的 论文 中 所 证 
明 , 后 来 又 被 英 费 尔 德 和 他 的 合作 者 所 证 明 +. 他 们 特别 地 考虑 了 在 外 
场 中 的 一 个 点 奇 性 (在 四 维 空 -时 中 的 世界 线 奇 性 )， 并 且 证 明了 取 Gw 
的 协 变 散 度 为 零 会 有 这 样 的 结果 ， 即 度 规 场 在 一 条 世界 线 上 有 一 个 奇 
点 的 假定 只 能 与 场 方程 组 G6 二 0 (或 及 ,=0) 仅 适用 于 这 条 世界 线 以 外 
”这 一 条 件 相 容 , 假使 这 条 世界 线 是 短程 线 的 话 。 


1 A. Einstein and J. Grommer, S. B, preuss. Akad. Wiss. (1927) 6 and 
235. A, Hinstein, L. Infeld and B. Hoffmann, Ann. Math., Princeton, 
39 (1938) 65. 

L. Infeld, Phys. Rev., 53 (1988) 836， 

A. Einstein and L. Infeld, Ann. Math., Princeton, 41 (1940)455;Canad. 
J. Math., 1(1949) 209., 

L. Infeld and A. Schild, Rev. Mod. Phys., 21 (1949) 408, (limit of 
particle mass tending to zero). 

L. Infeld and A. Schieldegger, Canad. J. Math., 3(1951) 195. 

L. TInfeld, Acta Phys. polon. 13(1954) 187. 

也 可 见 Bergmann, Introduction to the Theory of Relativity (« 相对 论 导 
论 》, 高 教 出 版 社 已 出 版 中 译本 ) 第 XV 章 . 
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为 了 证 明 这 点 ， 必 须 应 用 近似 方法 。 最 方便 的 近似 方法 之 一 是 按 
c-3 的 乘 稼 展开 ， 这 是 说 按 运 算 时 间 导数 的 乘 宕 展开 [ 似 静 场 ， 参 阅 
$58(a)]，Infeld 和 Schild 应 用 了 另 一 个 近似 方法 , 它 是 过 渡 到 试验 体 
质量 为 零 的 极限 情形 ,这 种 方法 也 可 以 应 用 于 迅 变 场 . 

这 个 结果 意味 着 ， 对 应 于 两 个 静止 的 点 质量 的 引力 场 方程 组 的 解 
是 不 存在 的 ， 但 是 存在 一 个 静止 解 , 这 个 解 在 联结 空间 两 点 的 联 线 上 ， 
有 一 个 度 规 场 的 奇 点 , 它 描述 了 一 维 的 物质 密度 . 

用 同样 的 方式 , 还 可 以 证 明 , 由 于 仅仅 是 引力 场 方程 组 的 结果 ， 一 
个 带电 的 点 质量 服从 包含 (216) 式 中 的 力 在 内 的 一 个 运动 规律 [参看 
方程 (225a), 正文 第 6 页 ]. 

用 一 个 点 奇 性 来 表示 物质 可 能 对 形式 数 学 有 些 用 处 ， 在 某 些 应 用 
中 也 是 方便 的 ， 但 是 我 要 指出 ， 在 研究 广义 相对 论 中 的 运动 定律 时 , 这 
方法 并 没有 重要 意义 .物质 的 能 量 张 量 Zin, 不 用 其 他 的 量 来 表示 ， 也 
可 以 形式 地 引入 于 场 方程 (401) 中 ， 用 来 表征 微小 而 有 限 的 空 时 区 域 ， 
在 这 个 区 域 中 ， 左 边 不 等 于 零 ?+， 由 此 而 得 的 第 213 页 的 散 度 方程 组 
(341a) 就 可 以 用 来 研究 这 些 区 域 的 中 心 的 运动 ,十 分 相似 于 点 奇异 的 
运动 ， 胡 宁 + 曾 经 按 这 样 的 方式 研究 了 由 于 发 射 引力 波 而 引起 的 微小 
的 阻尼 力 ， 虽 然 它们 在 按 o-? 的 乘 寡 的 展开 式 中 只 是 一 种 很 高 的 近似 


而 且 实 际 上 是 不 可 观察 的 , 但 它们 是 有 基本 的 意义 的 , 因为 在 这 一 近似 


中 , 明显 地 去 区 分 物质 的 外 场 和 自 场 的 可 能 性 变 得 愈 来 您 小 . 
注 16 (第 230 页 ) 

大 多 数 专家 都 同意 ,光线 被 太阳 弯曲 的 最 好 测定 仍然 要 算 Camp- 
bell 和 rumpler(Lick 天 文 台 ) 所 做 的 一 次 测定 , 测定 结果 是 与 理论 值 符 
合 得 很 好 的 ， 参看 Trumpler 的 报告 以 及 在 Proceedings of the Congress 
“Jubilee of Theory of Relativity” Berne 1955 中 对 这 次 测 定 的 讨论 ， 
注 术 (第 235， 242，243 页 ) 

真空 中 的 场 方程 组 Bw 一 0 是 否 存在 严格 的 解 ， 是 一 个 重要 而 又 未 

1 见 豆 . Weyl, Raum-2eit-Materi, (5 th edn., 1923) 8 38; 也 见 V，Fock 


Theory of Space, Time and Gravitation (London 1958). 
+ 胡 宁 : Proc. Roy. Irish Acad.， A 51 (1947) 87, 
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解决 的 问题 ,这 个 解 应 是 处 处 正则 的 ， 而 且 在 三 维 空间 的 无 穷 远 处 应 趋 
近 于 狭义 相对 论 的 线 元 . 已 经 证 明 ， 这 种 类 型 的 静止 或 恒定 的 解 并 不 
存在 (参看 下 一 个 注 )， 但 是 人 们 可 以 期 望 有 对 应 于 引力 驻 波 (例如 球面 
流 ) 的 这 种 与 时 间 有 关 的 解 . 不 难看 出 , 对 于 平面 波 , 不 存在 这 种 解 , 对 
于 圆柱 波 , A. 爱 因 斯 坦 和 N. Rosen [J. Franglin Inst. 223(1937) 43.] 
已 经 构成 这 样 的 严格 解 ,但 是 在 空间 的 无 穷 远 处 ， 它 并 个 趋 近 于 腊 欧 几 
里 德 线 元 . 
存在 这 种 严格 解 的 更 一 般 的 数学 判断 是 值得 想 望 的 ， 假使 它们 存 

在 ,就 不 可 能 把 “马赫 原理 ”( 第 212 页 ) 表述 为 它 是 相对 论 场 方程 组 的 

结果 .总 之 ， 这 个 原 旦 必须 借助 于 字 宙 论 辣 题 的 最 近 发 展 邓 以 重新 考 
情 . 〈 人 参看 注 19.) 
注 18 (第 246 页 脚注 365) 


自从 Serini 已 经 肯定 了 真空 中 场 方程 R=0 不 存在 正则 的 静止 解 


以 后 ， 其 次 的 问题 是 在 前 提 中 允许 除 依赖 于 时 间 的 gaa=1, 2, 3) 以 
外 不 为 零 . A. 爱 因 斯 坦 和 泡 利 在 4nn. Maih.，Princeton，(2)， 竹 
(1943) 131 中 对 于 不 存在 这 些 更 普遍 的 恒定 解 作 了 第 一 步 证 明 。 他 们 
证 明 , 假使 这 种 解 存在 ， 度 规 场 在 大 距离 * 处 对 于 厦 欧 几 里 德 空间 的 偏 
差 必 须 比 7 减少 得 更 快 . 〈 在 那 篇 文章 的 附录 中 重印 了 Serini 的 老 方 
法 ,) 

这 种 限制 已 经 为 A. Lichnerowicz [C, R. Acad. Sci. Paris, 222 
(1946)483, 也 可 以 参看 他 的 书 : Théories relativistes de la gravitation 
et de électromagnétisme, Paris 1955] 所 克服 ， 他 用 最 普通 的 方法 证 明 
了 方程 Bu 二 0 不 存在 恒定 的 解 ， 这 个 方程 在 无 穷 远 处 趋 近 于 脐 哆 几 里 
德 线 元 .他 的 方法 , 类 似 于 Serini 的 方法 , 是 证 明 某 些 具有 正定 的 被 积 
画 数 的 积分 为 0. 

注 检 [第 242 页 ，(8 62)] 宇 宙 论 问题 

自从 本 书 第 一 次 出 版 以 后 ， 出 现 了 一 个 重要 的 新 发 展 ， A. Fried- 
mannt 已 经 得 出 爱 因 斯 坦 方 程 组 的 新 的 解 ， 这 个 解 可 用 来 描述 一 个 空 
间 为 均匀 的 , 并 具有 与 时 间 有 关 的 度 规 的 世界 ， 没 有 爱 因 斯 坦 的 宇 窗 

1 A, Friedamann, Z. Phys. 10(1922) 377 and 21 (1924) 326， 
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项 [在 方程 (452) 中 的 一 Agw]， 对 于 三 维 空间 所 有 正 、 零 或 负 的 恒定 曲率 
的 三 种 情形 它们 都 仍然 存在 ， 这 些 解 第 一 次 被 GQ. Lemaitre+ 应 用 于 真 
实 的 宇宙 . 他 还 证 明 ， 爱 因 斯 坦 的 静止 解 对 于 随时 间 变 化 的 物质 密度 
是 不 稳定 的 ， 由 于 Hubble 发 现 了 星云 所 发 射 的 , 并 与 星云 之 间距 离 成 
正比 的 谱 线 的 红 向 移动 ， 才 有 可 能 把 这 些 解 应 用 于 真实 的 宇宙 这 种 
移动 只 能 认为 是 由 于 星云 的 速度 在 整个 物质 系统 膨胀 的 意义 下 所 引起 
的 多 普 勒 位 移 , 此 外 没有 其 他 更 好 的 解释 +. 
爱 因 斯 坦 f 马 上 就 发 觉 这 些 新 的 可 能 性 ， 并 且 完 全 放弃 了 多 余 的 字 
罕 项 而 不 再 加 以 证 明 ， 我 完全 接受 爱 因 斯 坦 1 的 这 个 新 的 观点 . 
Friedmann 对 于 度 规 的 表达 式 为 
ds?= R(t)do?--dxi3， 以 及 z= 二 ct， (1) 
式 中 do 是 一 个 三 维 的 、 不 依赖 于 时 间 的 线 元 , 与 一 个 具有 恒定 曲率 的 
室 间 相应 ， 曲 率 可 以 归 一 化 为 s= 十 1, 或 一 1, 因此 对 于 6 才 0, z1, 22， 
za 是 以 曲率 半径 RC) 作为 量度 单位 的 。 洁 选择 《1D) 式 中 的 gus= 一 1， 
且 对 于 随 着 空间 而 膨胀 的 物质 的 xz*Ca 一 1，2, 3) 为 常量 , 则 时 间 标 度 也 
可 以 归 一 化 ， 对 于 da?=7yosdzedaz(a, 5==1, 2, 3)， 可 以 选择 (122) 式 ， 
(124) 式 或 (126) 式 的 任 一 式 , 并 有 1/a?=s, 例如 


dr Trp (dz°)?” 及 二 访 (2)7. (2) 


对 于 从 属于 4o? 的 收缩 曲率 张 量 Pos, 按照 (117) 式 ,并 由 于 % 二 3, 可 以 
有 P= —287yas. 短程 线 方程 得 出 的 结果 ! 是 ， 对 于 一 个 物质 粒子 ， 


1 GQ. Lemaitre, Ann. Soc. Sci. BrUO.; A 47 (1927) 49. 

+ A. Hinstein，S. B. preuss. Akad, Wiss, (1931) 335. 在 The feaning of 
Relativity 1945 年 第 二 版 中 作为 附录 ,在 后 来 的 版 本 中 也 都 刊 人 《< 相对 论 
的 意义 >, 科学 出 版 社 已 出 版 中 译本 ). 

和 9 可 参阅 下 列 诸 书 : R. OQ. Tolman, Relativity, Thermodynamics and Cos- 
mology (Oxford, 1934), M. v. Laue, Relativitdtstheorie, vol. 2: 
Allgem2ine Relativititstheorie (1953 年 第 三 版 ) 53 页 ; 卫 ，Jordan， 
Schwerkraft und 及 etiaz (1955 年 第 二 版 ) 。 

§ 见 本 页 脚注 f 中 所 引 的 文献 。 我 们 可 以 考虑 特殊 情况 : ， 

2 一 03 一 0， vil=7r, do=ar[l+ (e/4)72] 2。 
对 于 一 个 物质 粒子 , 即 得 2 二 Bao/at. 
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|p1 :及 二 常量 ， (3) 


其 中 p=mt[1 一 (v2/c?)] 是 它 的 动量 ， 假 使 过 渡 到 德 布 罗 衣 波长 
和 =h/p, 还 可 以 把 (3) 式 写成 为 。 “~ 
R/ 和 A= 常量 ， (3a) 
因此 这 对 于 光 ( 光 子 ) 也 适用 。 至 于 线 元 的 时 间 标 度 ， 它 的 平方 是 由 CD 
式 定 出 ,并 有 gu= 一 1 光速 是 常量 , 而 且 在 这 样 的 时 间 标 度 中 , 对 于 光 
的 频率 可 以 得 出 
zy, 五 一 常量 ， (3b) 
这 曾 为 劳 厄 + 所 证 明 , 他 没有 用 到 任何 量子 理论 的 概念 就 指出 , 由 于 才 
克 斯 圳 方程 组 的 保 角 不 变性 , 对 应 于 线 元 ds? 一 2(Y) (os 一 co 人 的 上 
率 v 必须 是 与 时 间 无 关 的 . 
假使 是 质量 密度 , w=pc? 是 相应 的 能 量 密度 , p 是 压强 , 则 尺 和 
多 是 与 时 间 有 关 的 ， 但 在 空间 中 为 向量 ， 对 于 能 量 张 量 + Ty 的 分 量 ， 当 
a, 5 一 1, 2, 3, 我 们 有 


T's—u, Ta 一 0， To =pgos =PR* Ya, (4) 
所 以 
T=—ut+3p, 
了 4 一 guT = +3p) 
2 ’ (6) 
Tuw 一 豆 guT 一 喜人 十 3p)， 
若 以 一 点 表示 对 于 w% 二 ct 的 微分 , 则 对 Ris 的 分 量 进 行 计算 后 可 得 : 
Ru = 83， Ra-0, Rao 一 一 ya(2e 二 如 +BRB)。 (60) 


因此 正文 第 191 页 (401la) 式 中 无 宇宙 项 (^ 项 ) 的 场 方程 组 
Pu 一 一 x( Tu 一 到 9azh， 
给 出 T 


+ M.v. Laue, 8，B. preuss. Akad. Wiss. (1931) 723. 


+ ” 见 正文 180 页 方程 (362) ， 也 见 221 页 和 230 页 。 这 里 我 们 必须 令 4=6 
及 好 一 0(a 一 1，2，3) . 


和 关于 我 们 对 x* 的 记号 , 可 与 脚注 320 比较 。 
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六 x 
3 -= ”| 


,yh (7) 
2e +2R?+RE~5 R?(u 一 0)， 
或 者 
3 了 十 一 和 人 
RB ’ 
2 其 Ra | 《8) 
Rt 


能 量 定律 (Zu 的 协 变 散 度 为 零 ) 对 于 1 一 4( 另 外 三 个 方程 是 恒 等 地 被 满 
足 ) 给 出 


w+ (tp) 一 0， (9) 
这 也 可 以 直接 地 从 (7) 式 或 从 (8) 式 得 出 ， 这 个 方程 还 可 以 写成 : 
duRa) +od(Fs) =0, C9a) 


这 表示 在 一 个 物质 体积 内 的 粹 的 不 变性 . 
在 纯粹 实物 的 情形 中 , 可 以 求 得 


0， wr- 常量 4 op 
在 纯粹 辐射 的 情形 中 , 有 
2 一己 岂 uR1== 常 量 ， 《9oc ) 


只 当 p=0 的 情形 才 具 有 实际 的 意义 ， 因 此 在 以 下 的 讨论 将 限于 这 一 情 
形 .现在 把 (9b) 式 代入 (8) 式 的 第 一 行 中 , 即 得 
R(BR?2+E)=xd, 


或 
: 加 一 2 一 s， (10) 
这 个 方程 求 积分 很 容易 ， 例 如 , 对 于 零 曲 率 , 可 以 求 得 
g=0, -RV nAclt—to), (11) 
所 以 测 得 的 Hubble 常量 为 
_1 __R 1 cVx4 2 1 
Hs . Ey Pos 3 tf-to (12) 
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或 
1 一 to 一 邯 fn 一 写 H-1, (13) 

在 这 个 解 中 ,时 间 to 对 应 于 及 ==0, Ww 二 吕 ， 这 里 ,在 模型 中 所 假定 的 理 
想 化 不 再 是 合理 的 了 .理论 上 不 可 能 进一步 追溯 到 物质 非常 密集 的 状 
态 ， 这 种 状态 是 在 距 今 的 时 间 为 如 之 前 存在 的 ,时 间 + 上 一 如 可 以 解释 为 
字 宙 的 年 龄 . 

对 于 其 他 的 情形 = 十 1 和 = 一 1, 我 们 可 参考 第 278 页 脚注 + 和 
+ 中 所 引 过 的 文献 .假使 玉 =1/ts 仍 由 (12) 式 定 出 ， 而 且 对 于 t=， 
R==0; 则 对 于 “宇宙 的 年 龄 ”一 如 可 以 求 得 下 列 不 等 式 : 


t 一 tn< 与 tg 对 于 s= 十 十， (13a) 
t 一 如 >> 己 ts 对 于 8= 一 1 (13b) 


在 后 一 情形 中 ,对 于 已 知 的 tg, 时 间 间 隔 t 一 如 还 受到 R/k4 的 值 的 可 
8 性 所 限制 . z 
i 一 to 的 一 个 经 验 的 下 限 是 由 这 一 事实 给 定 ， 即 地 球 的 坚固 的 外 壳 
的 年 龄 已 经 知道 约 为 3x109 年 。 有 时 候 这 里 似乎 与 了 ubble 常量 的 经 
验 值 有 矛盾 , 从 Hubble 常量 导出 宇宙 的 年 龄 的 数值 太 低 了 #+。 但 是 , 最 
近 天 文学 家 们 得 出 了 Hubble 常量 妃 的 一 个 较 低 的 值 , 它 导 出 


纪 一 吉 一 (5. 6 十 2) x10s 年 # 


这 样 , 在 Hubble 常量 的 经 验 值 、 地 球 的 年 龄 和 无 宇宙 项 的 广义 相对 论 
方程 组 之 间 就 似乎 不 再 存在 尖锐 的 了 矛盾 了 
注 中 (第 256 页 ) 

这 里 不 变 式 [参看 方程 (5da), 第 4 页] 


1 见 A. Einstein， The Heaning of Relativity, 附录 (< 相对 论 的 意义 》， 科 学 
出 版 社 已 出 版 中 译本 )， 也 可 见 P. Jordan, Schwergraft una Weltall, 
(2nd edn., 1955). 

+ A. R. Sandapge, Astr. J., 59(1954) 180. 

§ 见 瑟 . P. Robertson 在 Proceedings of the Congress, “Jubilee of Theory 
of Relativity”，Berne, 1955 中 的 报告 。 
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(FogP1st FaiF'os + F1994) 一 = 二 Lm Pik 


天 
已 经 铺 误 地 站 半 线 掉 ， 这 个 旺 对 于 空间 吓 标 的 反射 地 -m 对 于 
4 一 1, 2, 3) 不 是 不 变 的 ， 只 是 在 这 个 变换 之 下 改变 了 它 的 符号 〈 持 标 
量 ). 因为 现在 存在 的 拉 格 朗 日 函数 在 空间 反射 之 下 也 是 不 变 的 ,所 以 
只 有 这 个 量 的 平方 才能 存在 。 在 把 位 置 的 量子 理论 应 用 到 处 于 均匀 的 
外 电场 和 外 磁场 中 的 真空 的 极 化 的 情形 中 , 确实 就 是 如 此 , 这 已 为 海 牺 
堡 和 欧 拉 所 证 明 [2Z，Pjpos.， 晤 (1936) 714]. 在 MM. Born LPyroc. Roy. 
Soc., A 143 (1934) 410] 和 M. Born 与 工 . Infeld[Proc. Roy. Soc., A 
144 (1934) 425, 147(1934) 522, 150(1935)14 二 的 非 线 性 岂 动 力学 中 ， 
它 也 起 着 作用 . 

但 是 ,在 第 224 页 (3) 至 (4) 式 所 述 及 的 其 他 不 变 式 ， 由 于 它们 缺乏 
规范 不 变性 , 已 经 全 部 放弃 . 
注 24 (第 260, 274 及 278 页 ) 

负电 子 和 正 电 子 是 完全 对 称 的 ， 自从 这 个 性 质 弄 清 楚 以 后 实验 上 
也 发 现 了 负 的 有 反 质 子 1. 

因此 书 中 以 两 类 电荷 之 间 的 反对 称 性 为 根据 的 所 有 论点 必须 抛 
弃 . 
注 吧 (第 260 页 ) Wey1l 的 理论 

虽然 决 不 会 有 一 种 经 验 性 理由 去 相信 和 量 杆 的 长 度 和 时 钟 的 时 间 依 


” 赖 于 它们 的 先前 的 历史 [参看 $ 65C8)]， 但 是 自从 波动 力学 建立 之 后 ， 


理论 的 形势 也 起 了 很 大 的 变化 . 在 波动 力学 由， 描述 带 电 物 体 的 复 波 
方程 ( 波 函 数 汪 可 以 有 一 个 或 者 几 个 分 量 ) 人 允许 有 这 样 的 群 寺 = 普 朗 砚 
常数 除 以 2r，8 一 元 电 何 ): 
下 CO /yz 
几 一 内 一 :一 一 =we™™ (LD) 


B DZ 
这 是 与 Weyl 的 原来 理论 中 的 变换 (477) 极 其 相似 的 ， 仅 是 用 由 中 的 虚 
指数 代替 了 gw 中 的 实 指数 。 而 且 电 荷 守恒 定律 与 新 群 的 关系 是 与 旧 
群 的 关系 相同 的 ， 


1 ©O. Champerlain, 卫 . Segré, O. Wiegand and Th. Ypsilantis, Phys. Kev,, 
100 (1955) 947., 
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无 论 London, + 和 Wey! 自己 , 在 波动 力学 发 明 以 后 , 立刻 就 认识 
到 这 个 事实 ， 从 那 时 起 ,“ 规 范 群 ”这 个 名 称 已 经 是 波动 力学 中 的 群 (1) 
的 通常 的 名 称 ， 这 种 方式 指明 , Weyl 理论 具有 一 不 可 积 长 度 作为 它 的 
历史 根源 . 

可 是 , 现在 没有 任何 理由 再 去 相信 长 度 的 不 可 积 性 , 而 Weyl 本 人 
明白 地 宣告 了 他 的 旧 理 论 的 失败 .现在 似乎 普遍 地 同意 : gu 本 号 (不 
仅仅 是 它们 的 商 ) 是 可 以 确定 的 ; 它们 在 电磁 势 加 上 一 个 梯度 时 应 当 和 是 
不 变 的 5 
注 23 (第 278 页 ) 统 一 场 理论 的 其 他 设想 

在 我 们 更 详尽 地 引述 统一 场 理论 的 某 些 建议 之 前 ,对 于 用 经 典 的 连 
续 物 理学 来 解释 物质 二 象 性 的 适用 范围 作 某 些 基本 的 评述 是 必要 的 , 物 
质 的 二 象 性 是 用 “ 波 2> 和 “粒子 ”的 直觉 来 表征 的 ， 而 且 是 用 1927 年 以 后 

量子 力学 (或 波动 力学 ) 中 所 建立 起 来 的 新 型 的 统计 定律 来 描述 的 


1 F. London, Z. Phys., 42 (1927) 375. 

+ H. Weyl Gruppentheorie und Quantenmechanik (Leipzig 1928; 1931 年 
第 二 版 ); 2Z. Phys., 56 (1929) 330; Rouse Ball lecture “Geometry and 
Physies”, Naturwissenschaften, 19 (1981), 49~58,. Report “50 Jahre 
Relativitatstheorie”, Natwrwissenschaften, 38(1951)73. 

§ ”可 以 考虑 带 有 任意 函数 入 (w) 的 保 角 变换 gz 一 Xguz 而 与 电磁 势 的 变换 无 
关 ( 见 105 页 及 254 页 的 麦克 斯 韦 方程 组 )。 RR. Bach 在 Math. 2Z.,， 9 
(1921)110 中 已 证 明 ，[ 也 可 见 Q. Danczos，Anm. Math,, Princeton, 39 
(1938) 842], 构成 具有 这 种 不 变性 的 场 方程 在 数学 上 是 可 能 的 一 一 只 要 
在 作用 原理 中 用 一 个 合适 的 曲率 张 量 分 量 的 二 次 标量 密度 [后 者 可 见 过 . 
Weyl Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, math.-naturw. KL., (1921) 99]. 

有 一 次 , 爱 因 斯 坦 [S. B. prewuss. Akad. IViss, (1921) 261] 也 考虑 了 
具有 保 角 不 变性 的 引力 方程 。 但是, 这 个 观点 不 久 被 他 和 其 他 人 放弃 , 因 
为 它 不 具有 任何 的 物理 意义 ， 

4 必须 着 重 指出 ,在 量子 力学 中 ,不 仅 经 典 力 学 中 的 粒子 的 概念 , 而且 还 有 经 
典 场 论 中 的 波 的 概念 ， 都 经 历 了 根本 的 变化 。 正如 薛 定 请 所 证 明 , 相互 作 
用 的 粒子 系统 只 能 用 多 维 组 态 空间 中 的 波 来 描述 ， 而 不 能 用 普通 空间 -时 
间 中 的 波 来 描述 。 在 有 粒子 产生 和 潭 灭 (粒子 的 总 数 随 时 间 变 化 ) 的 情形 
中 , 必需 有 这 种 具有 不 同 维 数 的 组 态 空间 。 与 此 相当 的 就 是 所 谓 “" 场 的 量 
子 化 ”在 这 里 ,普通 空间 -时 间 中 的 波 场 的 振幅 被 适当 选取 的 算 符 所 代替 ， 
页 P. Jordan, ard O. Klein, 2. Phys., 和 45 (1927) 751; P. Jordan and 
E. Wigner, 2Z. Phys., 47 (1928) 631; V, Fock, Z. Phys., 75(1932) 622., 
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大 多 数 物理 学 家 ， 包 括 本 书 作者 在 内 , 都 同意 玻 尔 和 海 森 伯 在 他 们 对 于 
由 这 些 发 展 所 引起 的 认识 论 形势 的 判断 中 所 作 的 分 析 ， 因 而 坚信 要 通 
过 经 典 场 的 概念 的 恢复 来 完全 解决 物理 学 中 的 共 而 未 决 的 问题 是 不 可 
能 的 . 

另 一 方面 , 爱 因 斯 坦 自从 以 一 般 的 方法 (这 些 方法 对 于 量子 力学 和 
它 的 解释 也 是 基本 的 ) 革新 了 物理 学 中 的 思想 方法 以 后 ， 到 他 逝世 为 
上 上 ,一 直 持 有 这 样 的 希望 ， 即 甚至 原子 现象 的 量子 特性 原则 上 也 可 以 按 
场 的 经 典 物理 学 方法 加 以 说 明 ， 而 原子 物理 学 中 物理 真实 的 概念 已 经 
被 玻 尔 的 并 协 性 概念 作 了 这 样 的 推广 ， 即 整个 的 实验 安排 是 理论 上 所 
描述 的 现象 的 一 个 主要 的 部 分 。 爱 因 斯 坦 想 要 保持 经 典 天 体力 学 中 的 
观念 , 即 一 个 系统 的 客观 物理 状态 必须 跟 观 察 它 的 方式 完全 无 关 . 

虽然 爱 因 斯 坦 坦白 地 承认 ， 他 对 这 些 方面 达成 一 个 完整 的 解答 的 
希望 到 目前 为 止 尚 远 未 满足 ， 而 且 他 还 没有 证 明 出 这 一 理论 的 可 能 性 ， 
”他 认为 这 是 一 个 有 待 解 决 的 问题 ， 所 以 当 他 谈 到 “统一 场 理 论 " 时 ， 他 
一 定 会 想起 这 一 理论 的 雄伟 方案 , 即 借助 于 处 处 为 正则 (无 奇 点 ) 的 经 
典 场 ,这 个 理论 就 可 以 解决 所 有 关于 物质 的 基本 粒子 的 问题 . 

追随 海 森 堡 ~ 玻 尔 的 量子 力学 解释 的 物理 学 家 们 考虑 了 只 在 一 种 
有 限 的 方式 中 统一 经 典 场 , 如 引力 场 和 电磁 场 ; 至 于 场 源 ， 如 质量 和 电 
荷 , 则 未 加 说 明 ， 为 了 描述 场 源 及 其 性 质 , 假定 了 物质 波 场 以 及 用 统计 
学 解释 的 物质 波 场 的 量子 化 ， 但 是 即使 这 另 一 类 型 的 方案 ， 还 远 远 疫 
有 实现 . : 

读者 在 本 书 第 一 版 8 67 中 可 以 看 到 , 我 在 那 时 就 已 对 只 借助 于 连 
续 场 的 经 典 概 念 能 够 解释 物质 的 原子 性 这 一 点 非常 怀疑 ， 特别 是 解释 
电荷 的 可 能 性 . 在 这 方面 应 当 记 得 , 电荷 的 原子 性 的 公式 已 经 用 精细 结 
构 常数 的 特殊 数值 表达 出 来 ， 它 的 理论 解释 今天 尚未 达成 。 具 体 地 说 ， 
我 十 分 强烈 地 感 觉 到 测 得 的 场 与 作为 测量 工具 的 试验 体 之 间 的 二 象 性 
(或 者 在 1927 年 以 后 所 称 的 并 协 性 ) 的 基本 的 特性 ， 这 个 问题 后 来 被 
N, 玻 尔 在 1948 年 举行 的 第 八 届 物理 学 Solvay 会 议 上 讨论 过 [参看 这 
个 会 议 的 报告 (Bruxelles 1950) pp. 376~380]. 

在 作 了 这 些 比 较 简 略 的 评述 以 后 ， 我 们 将 在 下 面 讨 论 把 场 统 一 起 
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来 的 两 种 尝试 ， 它 们 在 形式 上 按 不 同 的 方向 推广 了 爱 因 斯 坦 的 原来 的 
相对 论 . 

(a) 具有 非 对 称 的 gw 和 了" 的 理论 + 这 里 所 提 到 的 理论 存在 着 
两 种 表述 法 : 在 较 早 的 一 种 表述 法 中 ， 把 对 称 的 或 非 对 称 的 并 wx 认为 是 
唯一 的 基本 量 ; 而 在 后 一 种 表述 洪 中 ， 非 对 称 的 7 和 非 对 称 的 gig 或 
9g* 都 被 认为 是 独立 的 变量 ， 在 前 一 种 理论 中 ， 假 定 度 规 张 量 是 与 收缩 
的 曲率 张 量 的 对 称 部 分 Bw 成 比例 . 

只 当场 方程 的 宇宙 项 存在 时 ， 这 个 假定 才 是 合理 的 ， 当 这 个 假定 
不 再 是 合理 时 ， 人 们 必须 与 第 二 种 理论 打交道 , 在 第 二 种 理论 中 ,- 非 对 
称 的 Tw 和 94x 被 认为 是 独立 变量 . 因此 ， 只 有 这 第 二 种 理论 后 来 被 爱 
因 斯 坦 所 考虑 . 
而 上 述 两 种 理论 却 和 这 个 原则 不 一 致 ， 从 形式 的 观点 看 来 ， 这 个 原则 
实际 上 是 被 满足 的 , 而 且 到 目前 为 止 ， 它 在 物理 学 中 已 经 毫 无 例外 地 为 
ee 所 以 我 相信 i， AO i (例如 


直 


和 


的 分 解 (例如 egw 和 Two 不 会 这 点 在 早期 的 广 献 中 完全 没 
有 讨论 过 1 

但 是 爱 因 斯 坦 深刻 地 注意 到 这 种 反对 意见 ， 在 他 的 后 来 的 著述 中 
仔细 地 考察 了 这 一 问题 1 

1 比较 A. 8. Eddington, The Mathematical Theory of Relativity (Cam- 
bridge 1924); A. Einstein 在 S. B. preuss. Akad. Wiss.(1923~1925) 中 
的 几 篇 论文 ; EE. Schrodinger, Space-Time-Structuwre (Cambridge 1950) ， 
那里 总 结 了 本 书 作者 在 Proc. Roy. Irish. Acad. (1943 一 1948) 中 的 论文 
以 及 A. 黄 nstein 和 卫 . GQ. Straus 的 方程 ，Ann. Math., Princeton，(2) 
47(1946) 731. 也 见 A. Binstein, Ann. Math.， Princeton, (2), 46 (1945) 
538. 

+ 旦 .Weyl 持 相同 的 见解 ，[Natwurwissenschaften, 38(1951)73 及 Proceed- 
ing of the Berne Congress, 1955]. 

§ 已 经 有 一 种 把 对 称 的 了 作为 唯一 的 独立 场 变量 的 理论 , 例如 ， 任 意 地 运 
用 w 一 aetl Rw] 作为 在 作用 积分 中 的 密度 。 把 Bs 分 解 成 它 的 对 称 的 与 
反对 称 的 部 分 提供 了 更 多 的 可 能 性 ( 见 注 7)， 

和 A. Einstein and B. Kaufman, Ann. Math., Princeton, 82 (1955) 128; 
也 可 见 Zhe 放 eaming of Relativity (Princeton 1955 年 第 五 版 ), 附 录 II。 
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为 了 说 明 爱 因 斯 坦 和 Kaufiman 的 观点 和 结果 ， 我 们 首先 提出 , 用 
非 对 称 的 in 表示 的 收缩 的 曲率 张 量 Rw 的 正确 表达 式 是 1? 

一 2 一 人 2 一 sl ‘pt Spl 2 C1) 
现在 式 中 许多 工 的 下 指标 的 次 序 是 很 重要 的 .这 些 作者 进一步 指出 ， 
这 个 表达 式 对 于 由 下 式 所 确定 的 和 变换 

了 Wx = 了 二 GAN (2) 
是 不 变 的 , 式 中 入 (x) 是 一 个 任意 的 函数 . 现在 他 们 引入 这 个 假定 ， 即 
所 有 的 方程 对 于 和 变换 应 当 是 不 变 的 (% 不 变性 )。 形 式 地 说 , 这 个 假定 
集 引 用 对 称 的 六 "成 为 不 可 能 . 


二 和 


不 变性 可 表述 为 假使 所 有 的 量 4 换 成 它们 的 位 另 式 4 md, 所 有 
的 方程 仍然 适用 .由 TT 表示 的 Bi 不 是 易 位 不 变 的 ， 但 是 , 假使 引入 


由 下 式 确定 的 新 的 量 : 
1 一 了 一 了 OY, | 


1 
. Ti 一 Ui 一 本 Us 0 


就 可 以 得 到 这 种 不 变性 .用 04 表示 的 收缩 的 曲率 张 量 是 由 下 式 给 定 : 


(3) 


Ra(U) -True 一 Di 十 可 Tea (9) 
且 现 在 是 易 位 不 变 的 。 zu 的 入 变换 由 下 式 给 定 : 
Ui=UN + 《6 人 一 ON, 1) 。 (5) 


至 于 zu 在 坐标 变换 下 的 变换 定律 可 参考 在 第 302 页 脚注 1 中 所 引 过 
的 论文 ， 把 作用 积分 对 于 作为 独立 变量 的 9 和 0h 到 变 分 ， 人 们 就 可 
求 得 场 方程 组 . 

入 们 还 可 以 用 具有 分 量 gw 的 张 量 密度 代替 9*, 在 四 维 空 时 中 , 它 
们 由 下 式 给 定 , 0 
/ VT Ve © 
这 是 与 通常 广义 相对 论 的 精神 相 一 致 的 (参看 第 63 页 )， 人 们 通过 这 


1 在 下 面 ,运算 (… 总 表示 对 沁 的 常 微分 ， 爱 因 斯 坦 积 Kaufman 选用 的 
以 及 在 这 里 所 转载 的 Bis 的 总 符号 与 本 书 中 其 他 地 方 所 用 的 符号 相反 。 
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样 的 假定 来 限制 在 变 分 原理 中 所 用 的 标量 密度 &， 即 中 不 应 该 包含 六 
的 导数 ,只 包含 04 的 一 阶 导 数 ， 而 且 它 应 该 线性 地 依赖 于 后 者 1. 这 个 
假定 与 上 述 的 和 不 变性 和 易 位 不 变性 的 假定 合 在 一 起 得 出 一 个 &. 它 
对 Bs 是 线性 的 , 并 且 可 以 用 Uh 表示 。 假使 除去 与 Bw 无 关 的 “宇宙 ” 
项 , 则 适当 地 定 出 场 g*，, 以 及 由 (6) 式 定 出 9*, 使 爱 因 斯 坦 选取 了 下 列 
的 标量 密度 

LS=g"R 《7) 
作为 作用 积分 的 被 积 函 数 , 它 满足 上 述 的 所 有 假定 . 


至 于 由 此 得 出 的 场 方程 及 它们 之 间 的 恒等式 ， 我 们 可 参考 已 引 过 


的 文献 . 在 gu 和 Tu 的 反对 称 部 分 为 零 的 特殊 情形 中 ， 下 作曲 入 7 的 
质 时 广义 相对 论 的 通常 场 方程 组 (参看 注 8)。 

这 个 理论 的 场 方程 组 是 以 丝毫 没有 明显 的 几何 意义 和 由 理 意义 的 
X 不 变性 和 易 位 不 变性 的 形式 假定 为 根据 的 ， 它 实际 上 是否 能 够 与 物 
理学 相 联系 , 是 十 分 可 疑 的 ， - 

在 这 种 统一 场 理 论 中 完全 得 不 到 以 一 般 的 经 验证 明 作 依据 的 , 象 
广义 相对 论 中 的 等 效 原理 那样 的 一 个 指导 性 的 物理 原理 . 而且 ， 在 通 
常 的 广义 相对 论 中 ， 有 直接 物理 意义 的 是 线 元 及 与 之 有 关 的 二 次 型 
guaz dz 而 不 是 支配 矢量 平行 位 移 的 厦 张 量 和 . 

下 而 我们 将 考 守 说 统一 场 于 论 多 其 他 和 和 和 斌 在 这 些 尝试 中 

只 用 到 不 可 约 的 量 . 
(b) 五 维 理论 和 投影 理论 # Kalaza! 对 考 克 斯 韦 电动 力学 的 普遍 


协 变形 式 找到 了 一 种 有 用 的 几何 标示 [8323(a) 和 54j], 后 来 及 leiny 改 


进 并 推广 了 这 种 表示 . 

+ 注 7 中 对 纯粹 仿 射 理论 的 可 能 密度 的 讨论 没有 用 这 些 特殊 的 假定 . 

+t 读者 在 P. G. Bergmann, An Intiroduction to the Theory of Relatimity 
(New York 1942), Chags. 了 XVIIT and XVIIT 中 可 找到 这 里 所 讨论 的 理 
论 的 一 个 概述 ， : 

§ Th. Kaluza, S. B. preuss. Akad. Wiss (1921) 966. 

1 O. Klein, Natwre, Lond,., 118 (1926) 516; Z. Phys. 37(1926) 895 (在 这 
些 论文 中 已 经 考虑 了 度 规 对 第 五 个 坐标 的 周期 性 的 依赖 关系 ); Z. Phys. 
46 (1928) 188; Ark. Mat. Asir. Fys. 34 (1946) 1; 也 可 见 区 lein 在 The 
proceedings of the Berne Conegress, 1955 中 的 报告 。 
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试 考虑 一 个 具有 一 个 由 下 式 给 定 的 “圆柱 形 ” 度 规 的 五 维 空 间 

ds = Yd da C8) 
(以 后 ,希腊 字 指 标 册 , 2> 由 1 至 5, 拉丁 字 指 标 i, %,，，… 由 1 至 4). 
柱 性 的 条 件 最 好 是 用 一 个 特殊 的 坐标 系 来 描述 +， 在 这 个 坐标 系 中 ,Yuw 
与 三 无 关 ， 
而 且 , Kaiuza 和 Klein 原先 假定 

?55 一 工 。 (10) 

yis 的 正 号 意味 着 第 五 维 在 度 规 上 是 类 空 的 ， 这 种 选择 的 理由 以 后 会 
清楚 的 .除了 象 在 广义 相对 论 中 所 用 过 的 四 个 坐标 宪 的 普遍 坐标 变换 
以 外 ,这些 比 较 好 的 坐标 系 可 以 有 以 下 的 群 : 


v= +fvl, 024) . (11) 
把 (8) 式 写成 下 列 形式 : 
ds?2= (dr + ydr!)? + guar QT (12) 
人 们 可 以 看 到 , gw 在 变换 (11) 之 下 是 不 变 的 ， 
Gik — ahs (13) 
而 且 / , 
Y's Ye Br (14) 
比较 (8) 式 和 (12) 式 后 , 得 : 
Vir ep Yes yrs. (15) 


假使 9* 象 通常 那样 是 gw 的 互 反 和 矩阵, 7*” 是 yw 的 互 反 矩阵 , 人 们 容 
易 求 得 : 
det|yu,|=detlgsual 
=l1+ YEySViS, Y=—g Yr y=g™,. | 
变换 (14) 的 形式 与 规范 群 类 似 , 意味 着 除 差 一 个 比例 当 数 因子 外 , ya 与 
电磁 势力 是 等 同 的 ， 反 对 称 张 量 


DB 8 
-了 -一 jw (17) 


(16) 


i 关于 这 理论 在 一 普遍 的 坐标 系 中 的 表述 ， 见 Bergmann， 上 页 脚注 ， 同 
前 
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对 于 “规范 变换 ”(14) 是 不 变 的 ， 因 此 它 与 电磁 场 强度 成 正比 。 以 后 我 
们 还 会 讨论 比例 因子 的 定义 。 

度 规 (8) 或 (12) 的 短程 线 也 可 以 按 这 些 方法 作物 理 的 解释 ， 由 于 
yww 与 ww 无 关 , 不 难得 出 , 对 于 短程 线 , 以 下 两 个 表达 式 : 


QS CT 
了 十 5 一 常数 二 0， (18) 
GO dr” | 
gu 一 一 一 常数 一 一 1 (18a) 


在 参 变量 * 选择 得 适当 时 , 分 别 为 常数 . 《18a) 式 中 的 常数 可 以 归 一 化 
为 一 1。 得 出 的 短程 线 的 方程 为 

CAC -01 人 09) 
但 是 ， 这 是 一 个 带电 粒子 在 外 引力 场 和 电磁 场 中 的 轨道 方程 . 因而 积 
分 常数 0 是 与 粒子 的 荷 质 比 e/m 的 商 成 正比 . 

这 里 我 们 扼要 地 提 一 下 表述 引力 场 和 电磁 场 几 何 化 的 另 一 个 等 效 
方法 , 即 投影 表述 法 ， 许 多 作者 对 此 有 贡献 ， 其 中 有 Veblen 和 Hof- 
mann, Schouten 和 van Dantzig 以 及 我 本 人 +. 但 是 Bergmann+ 已 经 证 
明 一 一 不 同 于 我 自己 在 一 个 时 期 所 相信 的 那样 一 一 ， 这 种 表述 法 并 不 
比 Kaluza 的 表述 法 更 普遍 , -而且 不 难 从 两 种 表述 法 中 的 任 一 种 过 渡 到 
男 一 种 . 引入 齐 次 坐标 X”， 


Xr=—f* x)” (20) 
(具有 任意 函数 广 ) 以 及 刻 函 数 
:0 人 .2 
灾 一 人 (3 Xs5 ); (20 、 
sslog {°F( 2 Ss )| -lg EC +, 5), - 


其 中 五 中 是 一 个 一 次 的 齐 次 函数 ， 不 难看 出 ,规范 变换 (11) 与 2” 的 普 


+ 文献 除 见于 Bergmann, 注 半 ,30 页 以 外 ， 另 见 ， 例如 CQ. Ludwig- 
Fortschritte der projertiven Relativitdatstheorie, (Braunschweig 1951). 
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在 投影 表述 法 中 讨论 的 ， 由 于 它 与 Kaluzat 表述 法 一 一 对 应 ， 这 里 我 
们 将 不 对 投影 形式 作 进一步 的 讨论 . 

如 这 里 所 表示 的 那样 ,电磁 场 的 普遍 协 变 定律 的 和 aluza 的 几何 形 
变 的 理论 也 都 可 以 用 Kaluza 的 形式 来 表述 。 在 无 电荷 (电流 ) 的 情形 
中 , 麦克 斯 韦 方程 组 的 普遍 协 变形 式 可 由 具有 密度 [参看 方程 (231b) 第 
214 页 和 方程 (403)，(404), 第 219 页 ] 为 


&- V=5 人 BR 二 立 FuBej (21) 


的 一 个 作用 积分 取 变 分 而 得 出 , 如 果 Ra 是 电磁 场 强度 的 话 ， 但 是 作用 
积分 中 的 标量 密度 对 场 强 的 更 复杂 的 依赖 关系 会 同样 好 地 与 一 个 圆柱 
对 称 的 五 维度 规 相 一 至 

但 是 , Kalnza 和 Klein 曾 导出 了 一 个 更 有 用 的 结果 .他 们 计算 了 
曲率 张 量 的 标量 了 , 它 相当 于 由 (8) 式 或 (12) 式 给 定 的 特殊 的 五 维度 
规 , 并 求 得 


P=R+ 了 wf”, (22) 


式 中 忆 是 从 对 应 于 ds?=gwdw'idx* 的 四 维度 规 导 出 的 曲率 张 量 ,而 fux 则 
由 (17) 式 定 出 .假使 令 

了 w= VaxF th ysis= V2xg,, (23) 
(22) 式 就 与 (21) 式 等 同 ， 这 里 必须 进一步 注意 到 ,假使 我 们 已 经 选择 
五 维 的 (yss 一 一 1) 的 类 时 的 特征 量 来 代 百 类 空 的 特征 量 , (22) 式 右边 第 
一 项 的 符号 就 相反 ， 五 维 的 类 空 特征 量 必须 这 样 选择 ， 使 得 (22) 式 中 
右边 的 符号 与 (21) 式 中 的 相同 。， 人 们 也 可 以 说 , 为 了 选择 卫 作 为 作用 
积分 中 的 不 变量 , 引力 常量 的 经 验 符号 是 以 yss 的 类 空 符号 表示 的 . 


和 


Ue 


1 相当 于 X? 的 度 规 张 量 Puw， 按照 (20) 式 , 可 有 


OXL dXr 
Ye5= 1 pv -apd -a5 =J jyXrXY, 
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竺 解决 的 问题 似乎 要 指望 变换 群 的 扩大 .这 是 与 推广 Kalaza 表述 法 


的 可 能 性 有 联系 的 , 现在 我 们 将 作 简要 的 讨论 ， 
Kaluza 表述 法 的 推广 之 一 是 保留 (9) 式 ， 但 是 要 去 掉 条 件 (10)， 
Yes 一， 因此 从 广义 相对 论 的 变换 群 的 观点 看 来 ，yss 是 一 个 新 的 标量 


场 ,仍然 假定 它 与 2” 无 天， 令 


Yss=J, Ti 一 yj Y= td frfr, (24) 
可 以 求 得 
0582 一 ?ipQOAQO2 =J (dr + fax) ?+ guadr'dr’ (25) 
以 及 规范 群 
zs 一 + fi=f— Sr. (36) 


Jordan+ 刷新 了 狱 拉 克 早 期 的 概念 +， 力图 以 便利 的 方式 运用 这 个 新 的 
场 J, 以便 求 得 一 个 理论 , 在 此 理论 中 ， 通 常理 论 中 的 引力 常量 被 一 个 
与 时 间 有 关 的 场所 代替 . 这 个 理论 的 数学 方面 也 被 Thiry 独立 地 研究 
过 ;。 如 了. Fierzy 所 证 明 ， 把 物质 引入 这 个 理论 之 中 要 加 上 另外 的 假 
定 , 没 有 这 些 假定 ， 从 原子 尺度 导出 的 标准 长 度 的 时 间 依 赖 关系 以 及 物 
质粒 子 之 间 的 引力 作用 的 时 间 依 赖 关 系 就 仍然 没有 确定 。 关于 这 个 理 
论 的 经 验证 据 的 效果 , 这 里 我 们 不 再 深入 讨论 . 

Kaluza 表述 法 的 男 一 更 重要 的 推广 是 放弃 圆柱 性 条 件 (9)。Klein 
已 在 他 的 1926 年 的 早期 论文 中 ， 讨 论 了 所 有 场 变量 对 于 民 的 周期 性 
依 娄 关系， 把 周 和 3207， 这 个 假定 I (所 有 yw 的 分 量 是 周期 


YX, W') 一 bp Yi (2 )e™®, (27) 


1 P. Jordan, Schwerkraft und Weltah (1955 年 第 二 版 )。 最 初 他 以 投影 的 
形式 表述 了 他 的 理论 . 

了 PP. A. M. Dirae, Nature, Lond., 139 (1937) 323; Proc. Roy. Soc. A165 
(1938) 199. 

§ Y. R. Thiry, Thése (Paris 1951); 也 可 参阅 A. Lichnerowicez, T'héories 
rélativistes de la gravitation et Ge électromagnetisme (Paris 1955), 

1 Helv. Phys. Actia, 29 (1956) 128, 


补 ， 注 809 

并 且 有 通常 的 实数 条 件 
ip 一 (Ya (27a) 
因此 几何 上 人 们 可 以 把 2 解释 为 一 个 角 变量 ， 所 以 一 切 相 差 3x 的 整 
数 倍 的 一 之 值 对 应 于 五 维 空间 中 的 同一 点 , 只 要 vw 的 值 相同 。 只 从 这 
个 假定 ， 不 能 得 出 存在 一 条 闭合 的 不 具有 方向 不 连续 性 的 短程 线 的 结 
果 . 爱 因 斯 坦 和 Bergmannt 特别 研究 了 附加 的 假定 II 的 结果 : 只 有 
一 条 短程 曲线 通过 五 维 空间 中 的 每 一 点 , 它 以 连续 的 方向 回 到 同一 点 ， 
他 们 曾 证 明 ， 在 此 情形 中 总 存在 一 个 特殊 的 坐标 系 , 在 这 个 坐标 系 

中 

?55 一 荆 ， SY5s 一 . (28) 


变换 群 仍然 与 Kalnza 原来 的 表述 法 [参看 (15)，(16)] 中 的 相同 ， 但 是 是 
sr 现在 可 以 周期 性 地 依赖 于 5. 
因此 这 些 作者 建立 了 与 这 个 变换 群 一 致 的 最 普遍 的 不 变 式 ， 而 且 
和 通常 的 广义 相对 论 中 一 样 ， 对 于 微分 次 序 满 足 同 样 普遍 的 条 件 ( 即 对 
于 场 的 二 阶 导数 为 线性 ,而 无 任何 高 阶 的 导数 )， 相应 的 场 方程 一 般 是 
积分 -微分 方程 ， 
虽然 有 了 这 些 假定 ， 特殊 地 选择 己 作为 作用 原理 中 的 标量 仍 未 得 
到 解释 或 证 明 ， 假 使 我 们 仅 保留 假定 工 而 抛弃 假 定 II， 情 况 就 要 发 生 
基本 的 改变 。 这样, 变换 群 为 
Z 2 + 0, 2*), 
2"—p' (ws, 2*), (29) 
式 中 yp* 是 周期 为 2x 的 ”的 任意 周期 函数 ， 这 个 普遍 群 也 闸 由 Klein 
考虑 过 ,但 是 它 的 数学 和 物理 的 结果 需要 作 进 一 步 的 研究 . 
诚然 , 单独 用 通常 的 微分 过 程 ( 受 广义 相对 论 中 通常 所 假定 的 微分 
次 序 的 限制 ) 从 yw 构成 的 唯一 标量 现在 是 五 维度 规 的 曲率 标量 P, 但 
是 是 否 存在 更 广泛 的 其 他 不 变 式 ， 可 以 表示 为 对 适当 选取 的 闭合 曲线 
1 A. Einstein and Pp. Q. Bergmann, Ann. Math., Princeton, 39 (1938) 


683; 也 可 见 A. Einstein, V. Bargmann and P. G. Bergmann, Th. Kdrman 
Anmversary Volume (Pasadena 1941), 212 及 Bergmann, 304 页 脚注 半 。 
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的 积分 , 而 且 也 可 以 用 于 作用 原理 呢 ? 这 个 问题 仍然 没有 解决 +. 

除了 这 个 数学 问题 之 外 ， 尚 存在 另外 一 个 困难 问题 , 即 如 何在 物理 
上 解释 (27) 式 所 给 定 的 , 对 于 史 为 周期 性 的 普遍 函数 .这 是 波动 力学 
的 问题 , 从 而 也 就 导致 场 的 量子 化 问题 t. 象 ywgo(o9) 对 应 于 自 旋 值 为 2 
那样 的 张 量 , 从 未 观察 到 过 , 而且 观 察 到 的 自 旋 值 二 决 不 能 仅 由 此 信用 
合成 方法 求 得 . 

所 以 , 按照 我 们 的 观点 (参看 本 注 中 的 引言 ), 显然 除了 Ys(z5, 2 
场 以 外 ， 还 必须 存在 其 他 的 波动 力 场 ， 例 如 描述 低 质量 粒子 的 旋 量 
场 ! 

因此 ,Kaluza 的 表述 法 在 物理 学 中 是 否 有 前 途 的 问题 ， 引 出 了 要 
把 广义 相对 论 与 量子 力学 综合 起 来 的 ， 更 普遍 而 尚 难 解决 的 根本 问题 ， 


1 卫 . Bergmann 博士 善意 地 提醒 我 对 这 个 问题 的 往 意 ， 即 在 五 维 流 形 中 , 且 
有 在 空间 (以 他，…， 2 描述 ) 中 无 限 伟 展 的 圆柱 拓扑 ， 并 具有 满足 假定 
的 度 规 , 是 否 永远 存在 
Oyus/ OVI =0 对 于 LU=1, +*, 5 
的 一 个 特殊 的 坐标 系 . 
了 见 800 页 脚注 |, 
§ 见 304 页 肢 注 Yi, 0. Klein, 


